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♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❡♥s♦rs ❛r❡ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♥❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ●P❙ ✭♦❢ ♠❡tr✐❝ ♣r❡❝✐s✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❛ s❡t
♦❢ ❡♠❜❡❞❞❛❜❧❡ ♣❛②❧♦❛❞ s❡♥s♦rs ✭❡✳❣✳ ✈✐❞❡♦ ❝❛♠❡r❛s✮✳ ❚❤❡s❡ t②♣❡ ♦❢ s❡♥s♦rs ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♠❛✐♥
s✉♣♣♦rt ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦
❤❛♥❞❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ♦✉r ✧✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❢ ✐♥t❡r❡st✧ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s ❛♥❞
t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ t❡rr❡str❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①tér✐❡✉r ❡st✱ ❡♥❝♦r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ✉♥
❞é✜✳ ❙✐ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡ ❞é✜✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❡rr♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t
t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ t❡♥t❡ ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉r ✲ ❡♥ t❛♥t q✉✬✐♥❣é♥✐❡✉rs ❡t ❝❤❡r❝❤❡✉rs ✲ ❞❡ ❧❡✈❡r✳ ❈✐t♦♥s✲❡♥
❞❡✉① ✿ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té✴♣r✐①✮✱ s✬❡♥ s✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
❛♣rès ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
▲❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣r♦♣♦sés ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉s ✶ été ❝♦♥❢r♦♥tés✱ ✉♥ ❥♦✉r
♦✉ ❧✬❛✉tr❡✱ ❛✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❱♦✐r ♦✉ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❛✉ss✐ ✉t✐❧❡ q✉✬✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❣r❛♥❞✲♣✉❜❧✐❝ ✭✉♥ ❱❡❧♦❞②♥❡✱ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ●P❙✲❘❚❑ ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ✉♥ ■▼❯ ❞❡ ❤❛✉t❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s✱ ♦✉ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❤♦r❧♦❣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✳✳✳✮
✕ ❖❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ✭♦✉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✮✱ ❛♣rès ✉♥❡ ♥✉✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭s✉r ✉♥❡
♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✮✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ❞és♦❧❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ✭♣♦✉r
❧✬✐♥st❛♥t✮ êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ❡♥ ✶ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ s✉r ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♠❜❛rq✉é❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ♦✉ ❡♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡
♣✉❜❧✐❝✱ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ✈❡rr♦✉s s♦♥t ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡✈és✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❧❧❡r ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t✳ ❯♥
rés✉❧t❛t ré❝❡♥t✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ♣❛r❧❛♥t s❛♥s ❞♦✉t❡✱ ❡st ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❘✳❆✳ ◆❡✇❝♦♠❜❡✱ ❙✳❏✳
▲♦✈❡❣r♦✈❡ ❡t ❆✳❏✳ ❉❛✈✐s♦♥✱ ❞❛♥s ✑❉❚❆▼ ✿ ❉❡♥s❡ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛♣♣✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✑✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡✱ ❡♥ ✸❉ ❞❡♥s❡✱ ❡t ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r
❞❡ ❜✉r❡❛✉✱ ✉♥❡ s❝è♥❡ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐r❡✱ t❡♥✉❡ à ❧❛ ♠❛✐♥✳
▲✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r✐s❡ ❞❡♣✉✐s ✺ ❛♥s✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✷ ❡♥ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡
♥♦✉s ❛ ✐♥✢✉❡♥❝é ✈❡rs ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳
▲❡ ❢r✉✐t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s r❡♥❝♦♥tr❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① é❝❤❛♥❣❡s✱ ❡t ❞❡ ✈✐✈❡s ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬❡①♣♦s❡r✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❥✬♦s❡ ❡s♣ér❡r ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r✳ ▼❛✐s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❡♥❥❡✉① ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✳
✶✳ ✑◆♦✉s✑ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✈✐sé✱ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✈♦✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳
✷✳ ❖✉tr❡✲▼❛♥❝❤❡ ✿ ●✳ ❑❧❡✐♥✱ ❉✳ ▼✉rr❛②✱ ❚✳ ❉r✉♠♠♦♥❞ ❀ ♦✉tr❡✲❆t❧❛♥t✐q✉❡ ✿ ❋✳ ❉❛❧❧❛❡rt✱ ▼✳ ❑❛❡ss✱ ❙✳ ❚❤r✉♥ ❀
❡t✱ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❊✉r♦♣é❡♥♥❡ ✿ ❱✳❙✳ ■❧❛
✶
✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
✶✳✶ ❊♥❥❡✉①
▲❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s t❡rr❡str❡s s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥
♠✐❧✐❡✉ ❡①tér✐❡✉r✳ ❈✐t♦♥s ❡♥ tr♦✐s ✿ ❧✬❛❣r✐❝✉❧t✉r❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s ♦✉ ❞❡
♠❛r❝❤❛♥❞✐s❡s✱ ❡t ❧❡s r♦❜♦ts ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ✭t♦♥❞❡✉s❡s✱ r❛♠❛ss❡✉s❡s ❞❡ ❜❛❧❧❡s ❞❡ ❣♦❧❢ ✳✳✳✮✳
▲✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ✲ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❡♥ ✈❛r✐été ✲ ❞❡ ❝❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❡st ✉♥
♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❧✉s q✉❡ ♣r♦❜❛❜❧❡✳ P♦✉r ♥♦✉s ❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ré❛❧✐sés ❞❛♥s
❧❡s éq✉✐♣❡s ❞✉ ❉❆❘P❆✱ ❞❡ ●♦♦❣❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❣r❛♥❞s ❛❝t❡✉rs ✭❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s✱
❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❈❡s ❛❝t❡✉rs s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ■❚❙ ✭■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❚r❛♥s✲
♣♦rt❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✮✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ sûr❡té✱ ❡t ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳
❈❡s s✉❥❡ts s♦♥t✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❛✉ ❝♦❡✉r ❞✬❡♥❥❡✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①✳ ❈❡s ❡♥❥❡✉① s♦♥t ❧❡s
♣✐❡rr❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❛✈❡♥✐r ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ✐❧s ❞é❝✐❞❡r♦♥t ❞❡ s♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ♦✉ ♣❛s✳
❖✉tr❡ ❧❡s ■❚❙✱ ❧❡s r♦❜♦ts ❛✉t♦♥♦♠❡s s♦♥t ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❝♦♠♠❡ ✐❘♦❜♦t✱
❛❧❞❡❜❛r❛♥ ❘♦❜♦t✐❝s ♦✉ ❇♦st♦♥ ❉②♥❛♠✐❝s✱ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t✱ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ r♦❜♦ts
❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❛✉t♦♥♦♠❡s✱ ❞❡st✐♥és à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐✈✐❧❡s ❡t ♠✐❧✐t❛✐r❡s✳
❈❡s ♣r♦t♦t②♣❡s ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣❛r❛✐ss❡♥t é✈♦❧✉és✱ ♠❛✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡♠❡✉r❡♥t ✿
✕ ▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ sûr❡té✱ ❡t ❞❡ ré❛❝t✐✈✐té ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣❛♥♥❡✳
✕ ▲❛ ③♦♥❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ✭❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♠✐①t❡ ✐♥❞♦♦r✴♦✉t❞♦♦r✮✳
✕ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♥♦♥✲str✉❝t✉rés✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❞❡s t❡rr❛✐♥s ✐♥❝♦♥♥✉s ❛
♣r✐♦r✐✳
✕ ▲❡ ❝♦ût ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✭❝❛♣t❡✉rs✱ ❡✛❡❝t❡✉rs✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és ✳ ✳ ✳ ✮✳
✕ ✳✳✳
❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st ✉♥ ❛①❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥✜♥ ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡♥❥❡✉ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s ✷✵ ❞❡r♥✐èr❡s
❛♥♥é❡s ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ r❡st❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é♠♦❝r❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥
q✉❡ ♥♦✉s s♦②♦♥s ♣❡rs✉❛❞és ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♥❡ s❡r❛ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡s
❞✐✣❝✉❧tés ✐♥❤ér❡♥t❡s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✮ s❡r♦♥t ♠✐❡✉① tr❛✐té❡s✳
✶✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ✐❝✐ à ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
à ✉♥ ❧❛r❣❡ ♣✉❜❧✐❝✳ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣r✐① ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡st ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞✉ r♦❜♦t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡
♠♦❜✐❧❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ r♦❜♦t r♦♥❞✐❡r✮✱ é✈♦❧✉❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣❛rt❛❣é ❛✈❡❝ ❞❡s
❤✉♠❛✐♥s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ❧❡
✑♠♦❞è❧❡ ❞✬❡rr❡✉r ✑✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ré❡❧❧❡
❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠é❡✳ P♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❝♦♥t✐♥✉s ✭♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈✐t❡ss❡ ✳ ✳ ✳ ✮✱ ♥♦tr❡ ✑♠♦❞è❧❡
❞✬❡rr❡✉r✑ s✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐s❝r❡ts ✭❛♠❜✐❣✉ïtés ❞❡ ♣❤❛s❡
✳ ✳ ✳ ✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡rr❡✉r s❡r❛ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ s❡r❛ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ✭♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♠♣❛r❢❛✐t✮ s②stè♠❡
❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳
◆❆❱ ❖◆ ❚■▼❊ ❡st ✉♥❡ ❥❡✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡ ❡♥ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
♣❛r s❛t❡❧❧✐t❡ ✲ ♦✉ ●◆❙❙✱ ♣♦✉r ●❧♦❜❛❧ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❙②st❡♠ ✲ ✭●P❙✱ ❊●◆❖❙✱ ●❆▲■▲❊❖ ✳ ✳ ✳ ✮✳
✶✳✸✳ ❈❍❖■❳ ❉❊❙ ❈❆P❚❊❯❘❙ ✸
❈❡tt❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ s♦✉❤❛✐t❡ ✈♦✐r s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ●◆❙❙ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ t②♣❡ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✭r♦❜♦ts r♦♥❞✐❡rs✱ r♦❜♦ts
t♦♥❞❡✉s❡s ✳ ✳ ✳ ✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ P▼❊ ✸ ♣r♦♣♦s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ●P❙ s❡♥s✐❜❧❡s ❡t
♣❡✉ ♦♥ér❡✉① ✭❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✮✳ ❯t✐❧✐sés ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱
♥♦♠♠é ▲✶✲❘❚❑ ✹✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r s❛t❡❧❧✐t❡ ❡st ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❝❡tt❡ s♦❝✐été✳
❈♦♥s❝✐❡♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ●P❙ ❞✬❛❧♦rs✱ ♥♦tr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❢✉t
❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❞✬❛❧♦rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✐♠✐té❡ ❛✉① ♠✐❧✐❡✉① ❡①té✲
r✐❡✉rs ♦✉✈❡rts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❡①tér✐❡✉rs s✉❜✉r❜❛✐♥s✳ ◆♦s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ♣♦rtés s✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❉●P❙✳ P✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é✱ ❛✉ ▲❆❆❙✲❈◆❘❙✱ ✉♥
❧♦❣✐❝✐❡❧ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲❝❛♣t❡✉rs✳ ◆♦✉s ② ❛✈♦♥s ✐♠♣❧❛♥té ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❤②❜r✐❞❡ ❈❛♠ér❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐r❡✴■▼❯✱ q✉✐ s❡r❛✱ ♣♦✉rq✉♦✐ ♣❛s✱ ❛❞❛♣té ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ●P❙
♣ré❝✐s❡✳
❏✉st✐✜♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳
✶✳✸ ❈❤♦✐① ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥té✲
r✐❡✉r ❛❝t✉❡❧s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❧❛s❡r ✷❉ ✭q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜st❛❝❧❡s✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❤❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ s❡♠✐✲✉r❜❛✐♥ ✲ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❧❡s ♦❜st❛❝❧❡s s♦♥t é❧♦✐❣♥és ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ètr❡s ✲ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❧❛s❡rs ❜❛s✲❝♦ût s✬❛✈èr❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡s✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛s❡rs ✸❉ ✭❞❡ t②♣❡ ❱❡❧♦❞②♥❡✮✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❡♥ ✐♥✲
tér✐❡✉r ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❡①tér✐❡✉r✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❜✉❞❣❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❛r❡✐❧s ❡st
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s✉r ✉♥❡ ♦✛r❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❜❛s✲❝♦ût✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ✈✐s✉❡❧ ❡♥ ♠♦❞❡ stéré♦ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❛❜❧❡ ♣♦✉r
♥❛✈✐❣✉❡r ❞❛♥s ✉♥❡ s❝è♥❡ ❡♥ ✸❉ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①tér✐❡✉r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ✈✐s✐♦♥
♠♦♥♦❝✉❧❛✐r❡ ✭❡t à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❛♠ér❛✱ à ❝❤❛♠♣ ♥♦♥✲r❡❝♦✉✈r❛♥t✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
t②♣❡ ✬str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ♠♦t✐♦♥✬✳ ❖✉tr❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤❛✉t❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ✺ ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r ❧❡ ♠♦♥❞❡
❥✉sq✉✬à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬❤♦r✐③♦♥✱ ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ♣❧✉s ét❡♥❞✉❡s✳
❊♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①tér✐❡✉r✱ ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❜❛s✲❝♦ût ♣❛r ❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ●P❙ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡
❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉❜✲♠étr✐q✉❡ s❡ ❞é❣r❛❞❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬❛r❜r❡s✱ ♦✉ ❞❡ ❜ât✐♠❡♥ts ✭♦♥ ♣❛r❧❡ s♦✐t ❞❡ ♠❛sq✉❛❣❡✱ s♦✐t ❞❡ ♠✉❧t✐✲tr❛❥❡ts✮✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❘❚❑ ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡ ✲ ♦✉tr❡ tr♦♣ ♦♥ér❡✉① ♣♦✉r éq✉✐♣❡r ✉♥ r♦❜♦t ❞❡
s❡r✈✐❝❡ ✲ s♦♥t s✉❥❡tt❡s ❛✉① ♠ê♠❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛r❜r❡s ♦✉ ❞❡ ❜ât✐♠❡♥ts✳
▲❡s ❝❛♣t❡✉rs ❛❧t❡r♥❛t✐❢s s♦♥t ❧❡s t❛❣s ❘❋■❉✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱
❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r♦❜♦✲
t✐q✉❡s✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r UWB✱ ❞♦♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡st ♦♥ér❡✉s❡✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❛✉ s♦❧ ✭✜❧
❡♥t❡rré✱ ♣❡✐♥t✉r❡s ❛✉ s♦❧ ✳✳✳✮✱ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts s♦♥t ❧✬❡♥tr❡t✐❡♥ ❞❡s ♠❛rq✉❡✉rs✱ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥
✸✳ P▼❊ ✿ P❡t✐t❡ ❡t ▼♦②❡♥♥❡ ❊♥tr❡♣r✐s❡✳
✹✳ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❝✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ▲✶ ✭✶✺✼✺ ▼❍③✮✳
✺✳ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡♠❡♥t✳
✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ●P❙ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧ ✿ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧ ✭❊◆❯✮ ❝❡♥tré s✉r ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡s ❜✐❛✐s
❝♦♠♠✉♥s ✭❧❡s ❜✐❛✐s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s✮ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ♣❛r ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳
✈✐s✉❡❧❧❡ ❞✉ s✐t❡✱ ❡t ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ❡♥ ♦♣ér❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ●P❙✴❱✐s✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❜❛s✲❝♦ût ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ s❡♠✐✲✉r❜❛✐♥✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s❡✲
r♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣❡❧é ✧❜✐✲❝❛♠ér❛ ❣r❛♥❞ ❛♥❣❧❡✧✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❢♦♥❞és s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ré❝❡♥t❡s ❞✉ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧✳
✶✳✹ ■♥térêt ❞✉ ●P❙ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ●P❙ s♦✐t ❞❡st✐♥é à ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ t❡rr❡str❡✱ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞❡
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧ ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵✱ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞û ❛✉ ❙❆ ✲ ♣♦✉r ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✲ ✿ ✉♥ ❜r♦✉✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♣❛r
❧✬❛r♠é❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡✱ r❡t✐ré ❧❡ 1er ▼❛✐ ✷✵✵✵✳ ❉é❝r✐✈♦♥s ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳
▲❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐t ✧❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡✉① ré❝❡♣t❡✉rs ●P❙✱ ❧✬✉♥ ✜①❡ ✭❛♣✲
♣❡❧é ré❢ér❡♥❝❡✮ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♠♦❜✐❧❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ♠❡s✉r❡ s❡s ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡s
✭❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❛✉ s♦❧ ❡t ❧❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ♣❧✉s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❜✐❛✐s ❞✬❤♦r❧♦❣❡✮✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s
❞✐t❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ s♦♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s❛t❡❧❧✐t❡ ♣❛r s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡ ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❜✐❛✐s ❝♦♠♠✉♥s ❞❡s
ré❝❡♣t❡✉rs ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❜✐❛✐s ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ❡t ❧❡s ❡✛❡ts ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s
❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❦✐❧♦♠ètr❡s✮✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st r❡♥❞✉ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛
st❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✿ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ r❡♣èr❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ❧❛
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐❢ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ✭❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ à ❡①♣❧♦r❡r✱ à s✉r✈❡✐❧❧❡r ✳✳✳✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥
ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♥✬❡①❝è❞❡♥t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s✱ q✉❡❧q✉❡s ❦✐❧♦♠ètr❡s✳
▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♥♦♥✲❘❚❑✮ ❡st s✉❜✲♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt✳
▲❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ●◆❙❙ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉❜✲♠étr✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s rés❡❛✉① ❘❚❑✱ ❡t ❧❡ PPP✳
▲❡s rés❡❛✉① ❘❚❑ s♦♥t ❞❡s st❛t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡s♣❛❝é❡s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ❦✐❧♦♠ètr❡s ❧❡s
✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ●P❙ r❡ç✉❡s✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r
❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✭❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡s✮✱ q✉✐ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞✉
✶✳✺✳ ▲❊ ❙▲❆▼ ❱■❙❯❊▲ ✺
ré❝❡♣t❡✉r ♠♦❜✐❧❡✳
▲❡ PPP ✭Pr❡❝✐s❡ P♦✐♥t P♦s✐t✐♦♥✐♥❣✮ ✉t✐❧✐s❡ ❛✉ss✐ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡s st❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ré♣❛rt✐❡s ♣❧✉s
❧❛r❣❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ❣❧♦❜❡✱ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉① ❡st ❧❡ rés❡❛✉ ■●❙✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉①✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✜♥s ❞❡s ❤♦r❧♦❣❡s s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ❡t
❞❡s ❞é❧❛✐s ✐♦♥♦s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ❡st✐♠és✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛❝❝é❞❡r à ✉♥ ♠♦❞❡
❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❛❜s♦❧✉✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ s❡✉❧s ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡
❛❝❝è❞❡♥t ❛✉ ♠♦❞❡ PPP✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❘❚❑✱ ❡t ❧❡ PPP s♦✐❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉❜✲♠étr✐q✉❡s✱
❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡t ❤❛✉t ❞é❜✐t ♣❡r♠❛♥❡♥t ✭❘és❡❛✉① ❘❚❑✮✱ ♦✉
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t tr♦♣ ♦♥ér❡✉s❡s ♣♦✉r ❧❛
r♦❜♦t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ q✉❡ ✶✵✵✵✵
❡✉r♦s✱ ❡t q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ ♠♦❞❡ ❘❚❑ ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦ût❡ ❛✉①
❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ ✶✺✵✵✵ ❡✉r♦s✳
✶✳✺ ▲❡ ❙▲❆▼ ❱✐s✉❡❧
❙♦✉✈❡♥t ♣❡rç✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥t❤r♦♣♦♠♦r♣❤✐q✉❡✱ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✈❛♥✲
t❛❣❡s✳
❈♦♠♠❡ ✉♥ té❧é♠ètr❡ ❧❛s❡r✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❞❡r à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❡♥ ✸❉ ❞❡ ♥♦tr❡ s❝è♥❡✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❡♥ ✸❉✱ s♦✐t ♣❛r stéré♦✲✈✐s✐♦♥✱ s♦✐t ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡
♥♦tr❡ ❝❛♣t❡✉r ✭❙❋▼ ✻✮✳
❈❡ ❝❛♣t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ♥♦tr❡ s❝è♥❡✳ ❉❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✭s❡❧♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❞❡ t❡①t✉r❡
✳ ✳ ✳ ✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❞❡s ✈✐s❛❣❡s✱ ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s ✳ ✳ ✳
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ r❡st❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❛✉ st❛❞❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛tt❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✼ ❡t ❞✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡
❞✉ ❙▲❆▼ ✽ ♥❡ s♦✐❡♥t rés♦❧✉❡s✳ ▲❡ ❙▲❆▼ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❝t✐❢ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱
❝♦♥s✐st❛♥t à ✶✲❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡r ❡t ✷✲❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛♣t❡✉r r❡st❡✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ✿ ❞✬❛❜♦r❞ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♠♦♥té ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡ à ❜♦r❞ ❞✬✉♥ r♦❜♦t
♠♦❜✐❧❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠❛♥✉❡❧✱ ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✳✳✳✮✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥
❝❛♣t❡✉r q✉✐ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❢❡r♠❡t✉r❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✾ ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ■▼❯ ❡t ❛✉① ♦❞♦♠ètr❡s
q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ à ❧✬❡st✐♠❡ ✶✵✮✳
▲❡s ❞✐① ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❢✉r❡♥t ❧❡ t❤éâtr❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬êtr❡ ❝♦♥✜❛♥ts ❞❛♥s
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❢✉t✉r❡ ❞✉ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳
✻✳ ❙❋▼ ✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ❋r♦♠ ▼♦t✐♦♥✳
✼✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✛❡❝t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛s♣❡❝t ✧t❡♠♣s✲ré❡❧✧ ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳
✽✳ ▲✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡♥ ❙▲❆▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬❡rr❡✉r✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ré❝❡♥t❡s
s❡♠❜❧❡♥t ❝♦rr✐❣❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✾✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡st ❧❡ r❡t♦✉r ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ ✭✉♥ ❧✐❡✉ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ st♦♣♣❡r
❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳
✶✵✳ ❞❡❛❞✲r❡❝❦♦♥✐♥❣
✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
✶✳✻ ❋✉s✐♦♥ ●P❙✴❱✐s✐♦♥
▲❡s ♠❡s✉r❡s ●P❙ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r s♦♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❜r✉t❡s ✭♥♦♠♠é❡s ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡s✮✱
❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❝❛♠ér❛ s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐❞é♦✳ ◆♦tr❡ ❜✉t s❡r❛ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s❡r❛ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ✭♣ré❝✐s✐♦♥
s✉❜✲♠étr✐q✉❡✮✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❢♦rts ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❇❛②és✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st❛t✐s✲
t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❛♣t❡✉r✮✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts
s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♦❜t❡♥✉s ❞❡♣✉✐s ♣rès ❞❡ ✈✐♥❣t ❛♥s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳
▲❡s ♠❡s✉r❡s s❡r♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t✳
❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ s✬♦♣♣♦s❡♥t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙▲❆▼ ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ✭♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡
♠❛r❣✐♥❛❧✐s❡r ❧❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ r♦❜♦t ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❞✉ r♦❜♦t s♦♥t ✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✮✱
❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ♣❛r ❧✐ss❛❣❡ ✭❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡t ré✲❡st✐♠❛♥t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ré✲
❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✮✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ q✉✐✱ s❡✉❧❡✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♥ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳
✶✳✼ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s
◆♦tr❡ t②♣❡ ❞❡ r♦❜♦t ❡st ✉♥ r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ t❡rr❡str❡✳ ❈❡ r♦❜♦t é✈♦❧✉❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ s❡♠✐✲✉r❜❛✐♥ ✭❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬❤❛❜✐t❛t✐♦♥s✱ ❞❡ ✈é❣ét❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ▲❡ ❝❛s t②♣✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ r♦❜♦t r♦♥❞✐❡r ✭❞❛♥s
✉♥❡ ③♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✮✱ ♦✉ ✉♥ r♦❜♦t ❞❡ t♦♥t❡ ❞❡ ❣❛③♦♥ ✭é✈♦❧✉❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣❛r❝ ✉r❜❛✐♥✮✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝ré❡r ✉♥ s②stè♠❡ r♦❜♦t✐q✉❡ q✉✐ ♣✉✐ss❡ ♥❛✈✐❣✉❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❛♥s
s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❈❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♥✬❡st ♥✐ ❛❧téré ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
♠❛rq✉❡s ✭♣❧♦ts✱ ❧✐❣♥❡s ❛✉ s♦❧ ✳ ✳ ✳ ✮✱ ♥✐ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛❧✐s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡s ✭✜❧ ❡♥t❡rré✱ t❛❣s ❘❋■❉
✳ ✳ ✳ ✮✳
P♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ s❛ tâ❝❤❡✱ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ r❡q✉✐❡rt ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ s♦✐t t❡♠♣s✲réé❧✱
❡t s✉❜✲♠étr✐q✉❡ ✭❝❡❧❛ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❢❛✐❜❧❡s✱ ❡t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❤✉♠❛✐♥s✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ q✉✐
✉t✐❧✐s❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ●P❙ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✳
P✉✐s ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ s♦✐t ✈✐❛❜❧❡ s✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✭❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♠❛❥❡✉r ❡♥ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧✮✱ ❡t q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ✉♥ ❝♦♥tr❛t ❞✬✐♥té❣r✐té ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭❝❡ q✉✐ ♣♦s❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ❙▲❆▼ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ●P❙ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ s❡♠✐✲✉r❜❛✐♥✮✳
✶✳✽ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r♦♣♦sé❡
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❆▼ ✭❙♠♦♦t❤✐♥❣ ❆♥❞ ▼❛♣♣✐♥❣✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❙▲❆▼ s✉r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s s✉♣❡r✜❝✐❡s✱ ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ♣❡✉t ❡①❝é❞❡r ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s ♠♦❞✉❧❡s
t♦✉r♥❛♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✿ ❧❡ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ✭ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
●P❙ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✮✱ ❧❡ ❜❛❝❦✲❡♥❞ ✭ré❛❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ré✈é❧❡r ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t
✶✳✾✳ ❈❖◆❚❊◆❯ ❉❯ ▼➱▼❖■❘❊ ✼
❞♦♥❝ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❝♦♥❞❡s✮✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✭q✉✐
ré❛❧✐s❡ ✉♥ ❞❡❛❞✲r❡❝❦♦♥✐♥❣ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❜❛❝❦✲❡♥❞✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬♦❞♦♠étr✐❡✮✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❧❛ ❞é❝r✐r❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧✳
❖♥ ② ✈♦✐t q✉❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✭●P❙✱ ✈✐s✐♦♥✱ ❡t ♦❞♦♠étr✐❡✮ ❡st ré❛❧✐sé❡ à ✸✵❍③✳ ▲❡
♠♦❞✉❧❡ ✧❢r♦♥t✲❡♥❞✧ tr❛✐t❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ♥♦s ❡st✐♠❛t❡✉rs
❞✬ét❛t✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠❡s✉r❡s ✭❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ❢r♦♥t✲❡♥❞✮ s♦♥t ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ✭♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s✮✱
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❘t ✭tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s r♦t❛t✐♦♥✴tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r ❧✬♦❞♦♠étr✐❡✱ ❡t ❞❡s ♠❡s✉r❡s
●P❙✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ●P❙ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ✧❢r♦♥t✲❡♥❞✧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t
❛rr✐✈❡r ❧♦rsq✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣❛r❛♠étr❡r ♥♦s ❝❛♣t❡✉rs ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t✳
▲❡ ❜❧♦❝ ✧❜❛❝❦✲❡♥❞✧ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ❙♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣❡✉t ❛t✲
t❡✐♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❝♦♥❞❡s ✭♠❛✐s ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❝❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❝♦♠♠❡ ❜♦r♥é✮✳ ◆♦tr❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐❝✐ ❡st q✉❡ ❝❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ♥♦tr❡ s❡✉✐❧ ❞❡ sé❝✉r✐té ✭❞✬✶❍③✮✳
P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❜❧♦❝✱ ❧❡ ❜❧♦❝ ✧♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✧✱ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ❞❡❛❞✲r❡❝❦♦♥✐♥❣✳ ❊♥tr❡
❞❡✉① ré♣♦♥s❡s ❞✉ ❜❧♦❝ ✧❜❛❝❦✲❡♥❞✧✱ ❝❡ ❜❧♦❝ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
s✐♠♣❧❡✱ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐ ✐♥❢ér✐❡✉r à ♥♦tr❡ s❡✉✐❧ ❞❡ sé❝✉r✐té✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✜❣✉r❡✱ ♦♥ ✈♦✐t ❡♥ ❡♥❝❛❞ré ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ♣♦s✐✲
t✐♦♥s ❡st✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❜❧♦❝s ✧❜❛❝❦✲❡♥❞✧ ❡t ✧♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✧✳ ❖♥ ② ❛♣❡rç♦✐t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡s ❞✬ét❛ts ❡♥tr❡ ❧❡ ❜❛❝❦✲❡♥❞ ❡t ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ▲✬❡♥❝❛❞ré ❞✉ ❤❛✉t ❞é❝r✐t ❝❡❝✐ ✿ ❧♦rsq✉❡
❧❡ ❜❛❝❦✲❡♥❞ à ✜♥✐ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ q✉❡✉❡ ✭❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠é❡ ✿ Pk✮
❡st ❡♥✈♦②é à ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡s ét❛ts ❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭Pt✮✳ ❉❛♥s ❧✬❡♥❝❛❞ré
❜❛s✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜❛❝❦✲❡♥❞ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ q✉❡✉❡ ✭Pk✮✱ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ é❧✐♠✐♥❡ t♦✉s
❧❡s ét❛ts ♣ré❝é❞❛♥t ✭Pi<k✮✱ ❝❡ q✉✐ ❜♦r♥❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐r❡ P❚❆▼ ✭P❛r❛❧❧❡❧ ❚r❛❝❦✐♥❣
❆♥❞ ▼❛♣♣✐♥❣✮ ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ❑❧❡✐♥ ❬✶❪✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ét❛♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ❜❛❝❦✲❡♥❞ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡
♣❛s ❛ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♣❛rs❡ ❇✉♥❞❧❡ ❆❞❥✉st♠❡♥t t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✷❪✱ ♠❛✐s ❞✬✉♥ ❧✐ss❛❣❡
✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❛♣♣❡❧é ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ q✉✐
❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❜♦r♥é✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡
❜♦r♥é ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ✧❜❛❝❦✲❡♥❞✧✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts t❡♥❞❡♥t à ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❝❡tt❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✧❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❙▲❆▼✧ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✧❙▲❆▼ ✐♥ O(1)✧ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s ❛✉
♣♦✐♥t✳
✶✳✾ ❈♦♥t❡♥✉ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡
❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡r❛ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❙▲❆▼
✈✐s✉❡❧✱ ❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉❜✲♠étr✐q✉❡ ♣❛r ●P❙ ❡t ●P❙ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣r♦♣♦s❡r❛ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ●P❙ ❜r✉t❡s ❡♥ ♠♦❞❡
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞✐✛ér❡♥t✐é❡s ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐t ❞❡ tr✐♣❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✳
✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦✐s ♠♦❞✉❧❡s t♦✉r♥❛♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭❛✮✱ ❡t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ✧❜❛❝❦✲❡♥❞✧ ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ✧◆❛✈✐❣❛t✐♦♥✧ ✭❜✮✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ t❡r♠✐♥❡r❛ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ t❡sts ❡♥ ❣r❛♥❞❡✉r ♥❛t✉r❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡r❛ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❉●P❙✲❘❚❑ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✳
❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❡✈é❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡st ♣rés❡♥té❡✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✱ s❡r♦♥t ✐ss✉s ❞❡ t❡sts ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①tér✐❡✉r✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡r❛ ❞❡✉① ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✉ ▲❆❆❙✲❈◆❘❙✳
❈❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s s♦♥t ❞❡st✐♥és ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ q✉✬❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❡♠❜❛rq✉é❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s✳ ❯♥ ❝❛s ❞✬✉s❛❣❡ à été ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡
❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❱✐s✐♦♥✴❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ t♦✉r♥❡ à ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ✭s♦✐t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ à ✶✷✵❍③✮✳
❊♥✜♥ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❝♦♥❝❧✉r❛ ❡t ♣r♦♣♦s❡r❛ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❢✉t✉r ❞❡ ♥♦tr❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛ss❡r ❡♥ r❡✈✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❝❛♣t❡✉rs ●P❙✱ q✉❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✈✐s✉❡❧s✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❛✉ss✐ ❧❡s s②stè♠❡ ❤②❜r✐❞❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
♣❛r ●P❙✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉❜✲♠étr✐q✉❡ ✭❉●P❙✱ ❉●P❙✲❘❚❑✱ ❡t
❞✐✈❡rs❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❆ss✐st❡❞ ●P❙✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉r♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ●P❙ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s s❡♥s❡✉rs✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈✐s✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ◆♦✉s ♣ré✲
s❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❤✐ér❛r❝❤✐sé❡s ❡♥ ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭❡①tr❛❝t✐♦♥✮✱ ❞❡
r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✭♠❛t❝❤✐♥❣✮ ❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡ ♦❜s❡r✈é❡
✭❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ✳✳✳✮✳
❊♥✜♥ ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ét❡♥❞r♦♥s ♥♦tr❡ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉
❙▲❆▼✳ ▲❡ ❙▲❆▼ ét❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ très ❛❝t✐❢ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱
❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ré❝❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❙▲❆▼ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡s✱ ❡①❛❝t❡s ❡t q✉❛s✐✲t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ◆♦✉s ♣❛ss❡r♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ♣✉✐s
❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t à
❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❖①❢♦r❞ ❡t ❞❡ ●❡♦r❣✐❛✲❚❡❝❤✳
✷✳✶ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ●P❙ s✉❜✲♠étr✐q✉❡
■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝réé ❡t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ●P❙
s✬❡st ét❡♥❞✉ ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐✈✐❧❡s ❞✉r❛♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❛✉ss✐
❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s t❡rr❡str❡s✱ q✉❡ ♠❛r✐t✐♠❡s✱ ❛ér✐❡♥s✱ ❡t ♠ê♠❡ s♣❛t✐❛✉①✳
▼❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❉♦❉ ✶ ♣✉✐ss❡ ♠❡ttr❡ ✜♥✱ ♦✉ ❜r♦✉✐❧❧❡r à t♦✉t ♠♦♠❡♥t ❧❛ r❛❞✐♦✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❞✉ rés❡❛✉ ●P❙✱ ❧✬✐♥térêt r❡st❡ ♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐✈✐❧❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt
♣❛r❝❡ q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✭ré❝❡♣t❡✉rs ●P❙✱ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥✮ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❞❡s ♣r✐① r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ✭❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ✐❧ ② ❛
✈✐♥❣t ❛♥s✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és s♦♥t s✉❥❡ts à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼♦♦r❡ ✷✳
✶✳ ❉♦❉ ✿ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❉❡❢❡♥s❡ ✭❞❡s ❊t❛ts✲✉♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡✮✳
✷✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼♦♦r❡✱ ♦✉ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✱ ❛ été é♥♦♥❝é❡ ❡♥ ✶✾✻✺ ❡t ré✲é✈❛❧✉é❡ ❡♥ ✶✾✼✺ ♣❛r s♦♥ ❛✉t❡✉r✳ ❈❡
✾
✶✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
signal pseudo-périodique
(modèle)
signal émis
signal reçu bruité
réplique du code
émetteur
récepteur
...
...
...
commande (altération de la réplique de code)
porteuse (modèle)
porteuse pure
détectée 
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣s❡✉❞♦✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❛r ✉♥
❝♦rré❧❛t❡✉r ❛♣♣❡❧é ❉▲▲ ✭❉❡❧❛② ▲♦❝❦ ▲♦♦♣✮✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ⊗✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✉♥ ♦✛s❡t t❡♠♣♦r❡❧
❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ré♣❧✐q✉❡✳ ▲❡ ♣✐❝ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❜✐❛✐s t❡♠♣♦r❡❧ ✿ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❝♦❞❡✳
❆❧♦rs q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ●P❙ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡
✭♥♦♠♠é❡ ♠❡s✉r❡ PV ✮ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ q✉✐ ♣♦rt❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❡①♣❧♦✐t❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts st❛♥❞❛r❞s ❢❛✐ts ❞❛♥s ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✱ ❡t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❜r✉t❡s ✭❛♣♣❡❧é❡s r❛✇✲❞❛t❛✮ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ●P❙ ❞❡ ❝♦❞❡✱ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❉♦♣♣❧❡r✱ ✐ss✉❡s ❞❡s
❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ●P❙✳
❉é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ●P❙ ❜r✉t❡s✳
✷✳✶✳✶ ▼❡s✉r❡s ●P❙ ❜r✉t❡s
■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ●P❙ ❜r✉t❡s ✿
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧
tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❧❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ●P❙ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✉s❡ ♣✉r❡ r❡❝♦♥st✐t✉é❡ à
♣❛rt✐r ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❧❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ●P❙ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❉♦♣♣❧❡r ▲❛ s♦rt✐❡ ✧❉♦♣♣❧❡r✧ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ P▲▲✳
P❛r❛♠ètr❡s ✧st❛♥❞❛r❞✧ ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❜r✉t❡s
❈❤❛q✉❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ❡st ❛✛❡❝té ♣❛r ✿
✕ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ é♠❡ttr✐❝❡ ✭s❛t❡❧❧✐t❡✮ ❡t ré❝❡♣tr✐❝❡ ✭✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮✳
♠♦❞è❧❡ é✈♦❧✉t✐❢ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐st♦rs✱ à ♣r✐① ❝♦♥st❛♥t✱ ❞♦✉❜❧❡r❛✐t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❛♥s✳✳
✷✳✶✳ ▲❖❈❆▲■❙❆❚■❖◆ ●P❙ ❙❯❇✲▼➱❚❘■◗❯❊ ✶✶
signal reçu bruité
réplique de la porteuse
récepteur
...
...
...
mesure
de
phase
réplique du code
(issu de la DLL)
...
...
commande = Doppler (altération de la réplique de phase)
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦❞❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✈✐❛ ✉♥ ❝♦rré❧❛t❡✉r
❛♣♣❡❧é P▲▲ ✭P❤❛s❡ ▲♦❝❦ ▲♦♦♣✮✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ⊗✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✉♥ ♦✛s❡t t❡♠♣♦r❡❧ ❛♣♣❧✐q✉é à
❧❛ ré♣❧✐q✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ▲❡ ♣✐❝ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ss✐ à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❜✐❛✐s t❡♠♣♦r❡❧ ✿
❧❛ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❛♠❜✐❣✉ë ❝❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐q✉❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
✕ ▲❡s ❜✐❛✐s ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ❡t ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs✳
✕ ▲❡s ❡✛❡ts ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s ✿ ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧❛ ✐♦♥♦s♣❤èr❡✱ ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ré❢r❛❝t✐♦♥ s✉r
❧❛ tr♦♣♦s♣❤èr❡✳
✕ ▲❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞✉ s✐❣♥❛❧ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ré❝❡♣tr✐❝❡ ✭ré✢❡①✐♦♥s s✉r ❧❡s
♠✉rs✱ ❧❡ s♦❧ ✳✳✳✮✳
❈❤❛q✉❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts✮✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❝♦rré❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❛✛❡❝té❡
♣❛r ✿
✕ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ é♠❡ttr✐❝❡ ✭s❛t❡❧❧✐t❡✮ ❡t ré❝❡♣tr✐❝❡ ✭✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮✳
✕ ▲❡s ❞ér✐✈❡s ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ❡t ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs✳
✕ ▲❡s ❞ér✐✈❡s ❞❡s ❡✛❡ts ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s✳
✕ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✭♠✉❧t✐✲tr❛❥❡ts ❡t tr❛❥❡ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✮✳
❚r❛❥❡t ré✢é❝❤✐s
❊♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ●P❙ ✭❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♦✉ ♥♦♥✮✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❛❜❧❡
❡st ❧❡ tr❛❥❡t ré✢é❝❤✐❬✸❪❬✹❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ●P❙ s✉r ✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ré❝❡♣tr✐❝❡ ✿ ❧❡ s✐♠♣❧❡ tr❛❥❡t ré✢é❝❤✐ ✭❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ré✢é❝❤✐ ♣✉✐s ❛rr✐✈❡
s✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡✮✱ ❡t ❧❡ tr❛❥❡t ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ré✢é❝❤✐ ❛tt❡✐♥t ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ré❝❡♣tr✐❝❡✱ ♠❛✐s
❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✐r❡❝t ❛✉ss✐✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♥♦♥✲❛❧é❛t♦✐r❡✱ q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡
✶✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
Est Nord
Haut
antenne
satellite
traje
t réfl
échi
trajet direct
obstacle
✭❛✮ ❚r❛❥❡t ré✢é❝❤✐✳
Est Nord
Haut
antenne
satellite
traje
t réfl
échi
trajet direct
obstacle
✭❜✮ ❚r❛❥❡t ♠✉❧t✐♣❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❆❧♦rs q✉✬✉♥ tr❛❥❡t ré✢é❝❤✐ ✭❛✮ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲
❞✐st❛♥❝❡s✱ ✉♥ tr❛❥❡t ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭❜✮ ❛✛❡❝t❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜r♦✉✐❧❧❛❣❡ ♥♦♥✲❛❧é❛t♦✐r❡ ✭❧✬❡✛❡t s✉r ❧❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡s ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❛❜❧❡✮✳
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦rré❧❛t❡✉r ♣❛ssé❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ tr❛❥❡t ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✸❪✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t
❝♦❧♦ré ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❞✬❡rr❡✉r ♣✉✐ss❡
♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠ètr❡s✱ ♣rès ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts
❡t ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ q✉❛tr❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r s♦♥ ❡✛❡t ✿ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♦♣èr❡♥t ❡♥
❛♠♦♥t ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✮✱ ❧❡s ❞❡✉① s✉✐✈❛♥t❡s ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❡t r❡❝t✐✜❡♥t ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❞✬❡rr❡✉r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✿
✕ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ éq✉✐♣é❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✧s❤♦❝❦ r✐♥❣✧ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ré❢r❛❝✲
té❡s ❞✬✐♥✢✉❡r s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡✳
✕ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ à ❣❛✐♥ ❛❝t✐❢ ✭❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✮✳
✕ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣rès ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✭❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❆■▼ ✸ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✳✳✳✮✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s é❧❡✈é✳
✕ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ tr❛❥❡t ré✢é❝❤✐ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❛❞❛♣té❬✺❪✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t s♦✐t ❝♦ût❡✉s❡s ❡♥ ♠❛tér✐❡❧✱ s♦✐t ❡❧❧❡ r❡st❡♥t ✐♠♣r❛t✐❝❛❜❧❡s ♣❛r
♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ✹✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❧❡s r❡♥❞
✐rré❛❧✐s❛❜❧❡s s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉é ❜❛s✲❝♦ût✳
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s st❛♥❞❛r❞ ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ét❛♥t ❞é❝r✐t❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t
rés✐❞✉❡❧✳
❇r✉✐t t❤❡r♠✐q✉❡
▲❡ ❜r✉✐t t❤❡r♠✐q✉❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ q✉❡ s✉r ❧❛ ♣❤❛s❡✱ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
❜❧❛♥❝ ❡t ●❛✉ss✐❡♥✳ ■❧ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s✉✐✈✐ ♣❛r ❧❡ ❝♦rré❧❛t❡✉r✱
✸✳ ❘❆■▼ ✿ ❘❡❝❡✐✈❡r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✐♥t❡❣r✐t② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳
✹✳ ▲❡s tr❛❥❡ts ré✢é❝❤✐s s✉r✈✐❡♥♥❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ ♣♦rt❡✉r ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❜ât✐♠❡♥ts✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉①
♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ré❞✉✐t✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳
✷✳✶✳ ▲❖❈❆▲■❙❆❚■❖◆ ●P❙ ❙❯❇✲▼➱❚❘■◗❯❊ ✶✸
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❊✛❡t ❞✬✉♥ tr❛❥❡t ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✛❡❝té ♣❛r ✉♥ tr❛❥❡t ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❛✛❡❝t❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣❤❛s❡✮✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛❥❡t ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉r q✉❡❧q✉❡s
❝②❝❧❡s✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❧♦✉r❞❡♠❡♥t ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ✉♥ ♠✉❧t✐✲tr❛❥❡t✳
❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦❞❡✱ ❡t q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❯♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r✱ ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧
s✉r ❜r✉✐t ✭C/N0✮ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡✳
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣r♦♣♦s❡ tr♦✐s ♣✐st❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r
●P❙ ✿
✕ ▼♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭❛♣♣r♦❝❤❡ PPP✮✳
✕ ➱❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ ✭♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠❛❧ ♠♦❞é❧✐s❡r✮ ❡♥
♣r♦❝é❞❛♥t à ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧❡s ✭❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ r❡♣èr❡✮ ✭❆♣♣r♦❝❤❡ ❉●P❙ ♦✉ ❘és❡❛✉① ❘❚❑✮✳
✕ ❯t✐❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝❛♣t❡✉rs ✭■▼❯✱ ❱✐s✐♦♥✱ ❧❛s❡r ✳✳✳✮✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥t ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✧s❛♥s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✧ ✭❉●P❙✱ ❉●P❙✲❘❚❑✱ ❛♠❜✐❣✉ïtés ✢♦tt❛♥t❡s ❡t rés❡❛✉① ❘❚❑✮✱
♣✉✐s ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✧❛✈❡❝ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✧ ✭PPP✮✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉①
❡♥ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ✭❧❡s ♠♦✐♥s ♦♥ér❡✉s❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ♠✐s❡ ❡♥
♣❧❛❝❡✱ q✉✬❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✮✳
✷✳✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉❜✲♠étr✐q✉❡s s❛♥s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✿ ❉●P❙✱
❘❚❑✱ ❛♠❜✐❣✉ïtés ✢♦tt❛♥t❡s
❉●P❙ ✿ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠étr✐q✉❡
●P❙ s♦✉✛r❛♥t ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ❜r♦✉✐❧❧❛❣❡ ❙❆ ✺✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ✷✵✵✵
ét❛✐t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✺✵♠ ❡♥ ❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt✳ ❈❡ ❜r♦✉✐❧❧❛❣❡ ét❛✐t ✉♥ ♠♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉s ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs à
✺✳ ❙❆ ✿ ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ❜r♦✉✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡ r❡t✐ré ❡♥ ✷✵✵✵✳
✶✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ●P❙ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧ ✭❧♦❝❛❧ ❉●P❙✮ ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✈✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ●P❙ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡t à ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐t
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❬✻❪✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ♥❡ s♦✉✛r❡ ♣❛s ✭♦✉ ♣❡✉✮ ❞✉ ❜r♦✉✐❧❧❛❣❡ ❙❆✱
❡t ♣❡✉ ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠ètr❡ ❡♥ ❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s
❦✐❧♦♠ètr❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❙❆ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛❝t✐✈❡✱ ❝❡ ♠♦❞❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥
♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♦✉ ♣❡✉ ❛✛❡❝té✱ ♥✐ ♣❛r ❧❡s ❡✛❡ts ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s✱ ♥✐ ♣❛r ❧❡s ❜✐❛✐s
❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠♦❞é❧✐s❡r ✭❤♦rs ♠✉❧t✐✲
tr❛❥❡t✮✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡ ✈✐s✲❛✲✈✐s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉❜✲♠étr✐q✉❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❉●P❙✱
✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥st❛❧❧❡r ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✜①❡✱ ❡t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ st❛t✐♦♥
✜①❡ ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ♠♦❜✐❧❡✳ ▲❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ é♠❡t s♦✐t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❜r✉t❡s✱ s♦✐t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✭❧❛ ♥♦r♠❡ ❘❚❈▼ ✻ ❡st ✉♥ st❛♥❞❛r❞ ❞é❞✐é à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✮✳
▼ê♠❡ s✐ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛❜s♦❧✉✱ ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ ♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❧❡
♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❘❚❑ ✼✱ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡✳
❉●P❙✲❘❚❑ ✿ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡
P❛r♠✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ❛❜♦✉t✐s ❡♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ●P❙✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐t ❉●P❙✲❘❚❑
✭❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡✮✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ●P❙
✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t ❛♠❜✐❣ü❡s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✭❡♥t✐❡r ❡t ❝♦♥st❛♥t✮ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡✳ ▲❡✈❡r ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ❧❡s ❜✐❛✐s ✭❡♥t✐❡rs✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
♣❤❛s❡✱ ♣❛r ✉♥ t❡st st❛t✐st✐q✉❡✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ●P❙ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❉●P❙✲❘❚❑ s♦♥t ❝❤❡rs ❝❛r ✐❧s
✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡ ✭L1 ❡t L2✮✳ ▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
●P❙ ✭s✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡ L2✮ ét❛♥t ❜r❡✈❡té❡✳ ▲❡ ♣r✐① ❞❡s ❧✐❝❡♥❝❡s ❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢r❡✐♥ à
❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❉●P❙✲❘❚❑ ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡✈é❡
❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡
♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ♠♦❞❡r♥❡s ❬✼✱ ✽✱ ✾✱ ✶✵✱ ✶✶❪✳ ◆✐ ❧❡ ♣r✐① ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ♥✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♥❡ s♦♥t ❞❡s ❢r❡✐♥s à ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❉●P❙✲❘❚❑ L1 + L2✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡s ❢✉t✉rs rés❡❛✉① ❞❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❞♦♥t ●❆▲■▲❊❖✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❣é♥ér❛t✐♦♥s ❞❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ●P❙ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s ❝✐✈✐❧❡s✱ ❞♦♥t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♦✉♠✐s❡s à ❝❡s ❜r❡✈❡ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡ ❘❚❑ ♠✉❧t✐✲❢réq✉❡♥❝❡❬✶✷✱ ✶✸❪ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✺✮✳
P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❉●P❙✲❘❚❑ ❜❛s✲❝♦ût
❊♥ ❛tt❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝✐✈✐❧❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ré✈è❧❡♥t q✉❡ ❧❡
♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❉●P❙✲❘❚❑✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ●P❙ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❜❛s✲❝♦ût ✭♠♦♥♦✲
✻✳ ❘❚❈▼ ✿ ❘❛❞✐♦ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ▼❛r✐t✐♠❡ ❙❡r✈✐❝❡s
✼✳ ❘❚❑ ✿ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❝
✷✳✶✳ ▲❖❈❆▲■❙❆❚■❖◆ ●P❙ ❙❯❇✲▼➱❚❘■◗❯❊ ✶✺
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ●P❙✱ ●▲❖◆❆❙❙✱ ❡t ●❆▲■▲❊❖ ✿ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
rés❡❛✉① ❞❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳
❢réq✉❡♥❝❡ L1✮ ❬✶✹✱ ✶✺❪ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❣r❛t✉✐t ✭❡t ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡✮ ♥♦♠♠é
❘❚❑❧✐❜✱ ♣r♦♣♦s❛♥t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ●◆❙❙✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡sts r❡❝♦♥♥✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❧❡✈é❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥
❡♥ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡ q✉✬❡♥ ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡✈é❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡♥t✐èr❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r
✉♥ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞é♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡✱
❛❧♦rs ✉♥ t❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❧❡ ❜♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠ê♠❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡s
♠❡s✉r❡s ♣r✐s❡s ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ✐♥st❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡✈❡r ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞❡ ♣❤❛s❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ✑✐♥st❛♥t❛♥é✑ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t
q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥ ✐♥st❛♥t✮ ❡st t❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❜♦♥♥❡s ✈❛❧❡✉rs
❡♥t✐èr❡s ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✺✵✪✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛❝❝✉♠✉❧❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥
❝♦♥str✉✐t ✉♥ t❡st ❝✉♠✉❧❛t✐❢✱ ❡♥ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ét❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❧❡ t❡♠♣s
❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✽ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t✱ ♣❛ss❛♥t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ ♠♦❞❡ ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡ à
q✉❡❧q✉❡s ♠✐♥✉t❡s✱ ✈♦✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐♥✉t❡s ❡♥ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡ ❬✶✻❪✱ ❡♥ ❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❝♦ût s♦✐t ♠♦✐♥❞r❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ●P❙
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❘❚❑ ❡♥ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ré♣❛♥❞✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♠✐♥✉t❡s✱ ❛✈❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡✱ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❝✉❡✐❧ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✱ ❡t ❡st ❞♦♠♠❛❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s r♦❜♦ts ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❝✐✈✐❧s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡t s♦♥t
❞♦♥❝ ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉ t❡♠♣s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡
♠♦❞❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❛❜❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡ ❜❛s✲
❝♦ût ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①tér✐❡✉r✳ ❆✈❡❝ ◆❆❱ ❖◆ ❚■▼❊✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé✱ ❞ès ✷✵✶✵✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡
❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ t♦♥❞❡✉s❡ à ❣❛③♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❊✉r♦♣é❡♥ ♥♦♠♠é
✑▼❖❲✲❇❨✲❙❆❚ ✑❬✶✼✱ ✶✽❪✳
❆♠❜✐❣✉ïtés ✢♦tt❛♥t❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭q✉✐
♣❡✉t ❞✉r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐♥✉t❡s✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ s❛♥s ❧❡✈❡r ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté
✽✳ ❆♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ❚❋❋ ✭❚✐♠❡ t♦ ❋✐rst ❋✐①✮✱ ♦✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❡✈é❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té
✶✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
❡♥t✐èr❡✱ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ▲❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❧â❝❤❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥t✐èr❡ s✉r
❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡ ❜✐❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ré❡❧ à ❞❡♥s✐té
❝♦♥t✐♥✉❡✳
❊st✐♠❡r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st
♥♦♠♠é ✧♠♦❞❡ à ❛♠❜✐❣✉ïté ✢♦tt❛♥t❡✧ ✭✢♦❛t✐♥❣ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♠♦❞❡✮❬✶✾❪✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❡r ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠❡s✉r❡ ❞✐t❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❬✷✵✱ ✷✶❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥✱ ❧♦rs ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♥♦tr❡ ♣r♦♣r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r tr✐♣❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❬✷✷❪✱
♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s❡r❛ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡s ♠♦❞❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞✐ts à ✧❛♠❜✐❣✉ïtés ✢♦tt❛♥t❡s✧ ❡t à ✧tr✐♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡
♣❤❛s❡✧ s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛✲
t✐♦♥ ✭❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❘❚❑ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛♣♣❧✐q✉❛❜❧❡✱ ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✮✳
▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡s ❉●P❙ ❞✐ts ✧❞é❣r❛❞és✧ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ❝❡♥t✐♠ètr❡✱
❡♥ ❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❘❚❑✱ q✉✬✐❧ s♦✐t ❡♥ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✱
♦✉ ❡♥ ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡st ❞✬✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ❝❡♥t✐♠ètr❡✳
✷✳✶✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉❜✲♠étr✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✿ ❆✲●P❙✱
❘és❡❛✉ ❘❚❑ ❡t PPP
❆✲●P❙
❈❡rt❛✐♥❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥❛t✐♦♥❛❧✱ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧✱ ♦✉ ♠♦♥❞✐❛❧
♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ rés❡❛✉ ●P❙ ♣❛r ❧✬é♠✐ss✐♦♥✱ ♣❛r ✐♥t❡r♥❡t✱ ♦✉ ♣❛r
♦♥❞❡s r❛❞✐♦✱ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❉❡s st❛t✐♦♥s ❛✉ s♦❧ r❡♥s❡✐❣♥❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ ✜♥❡ q✉❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ●P❙✳ P❧✉s ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣ré❝✐s✱
♣❧✉s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❡ s❡r❛✳ ❊●◆❖❙ ❡t ❲❆❆❙ s♦♥t ❧❡s ❙❇❆❙ ✭❙❛t❡❧❧✐t❡
❇❛s❡❞ ❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❙②st❡♠✮ ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts❬✷✸❪✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ♥♦♠♠é ❆✲
●P❙ ✭❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✲●P❙✮✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝✐❜❧❡ ✿ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ st❛t✐♦♥ ❛✉ s♦❧✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s
❡✛❡ts ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s❬✷✹❪✳
P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ rés❡❛✉ ✸● ♣♦✉r ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❧❡s
é♣❤é♠ér✐❞❡s ●P❙ ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡st
♥♦♠♠é ❆✲●P❙ ♣♦✉r ❆ss✐st❡❞✲●P❙ ❡t t❡♥❞ à s✬ét❡♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❣é♥ér❛t✐♦♥s ❞❡ s♠❛rt✲
♣❤♦♥❡s✳
PPP
▲❡ PPP ❡st ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛❜s♦❧✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❡t rés♦✉❞ ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❡♥t✐èr❡s✮ ❬✷✺✱ ✷✻❪✳
❆❧♦rs q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ st❛t✐♦♥s✲s♦❧ ❊●◆❖❙ ❡t ❛✉tr❡s ❲❆❆❙ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥ s❡r✈✐❝❡
❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ✭❊●◆❖❙ ❡♥ ❊✉r♦♣❡✱ ❲❆❆❙ ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s✮✱ ❞✬❛✉tr❡s rés❡❛✉①
✷✳✶✳ ▲❖❈❆▲■❙❆❚■❖◆ ●P❙ ❙❯❇✲▼➱❚❘■◗❯❊ ✶✼
❞❡ st❛t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t✳ ▲❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉① ❛❧t❡r♥❛t✐❢s✱ ❞❡st✐♥é à ❧✬❆✲●P❙ ❡st ❧✬■●❙ ✾✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✉ ❢♦✉r♥✐ss❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ●P❙ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ PPP ✭Pr❡❝✐s❡ P♦✐♥t P♦s✐t✐♦♥✐♥❣✮✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ PPP ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡ ❡♥
♠♦❞❡ ❛❜s♦❧✉✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞✉ PPP✳ ■❧ ❡st
❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ à ■♥t❡r♥❡t✱ ♦✉ ✉♥ rés❡❛✉ ✸●✱ r❡st❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ●P❙ ❡♥ ♠♦❞❡ PPP ❡st ❧❛r❣❡✲
♠❡♥t s♦✉t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ éq✉✐♣❡ ❞✉ ❈◆❊❙ ✶✵✱ ❜❛sé❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ à ❚♦✉❧♦✉s❡✳
❘és❡❛✉① ❘❚❑
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ rés❡❛✉① ❘❚❑✳ ❈❡s rés❡❛✉① ❝ré❡♥t ❞❡s
st❛t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❘❚❑ ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✭♣❛r ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡✱ ♦✉ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡ ♣❤❛s❡✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❘❚❑✱ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞❡ ❘❚❑ ❬✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵❪✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❘❚❑ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉ PPP✱ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ss✐ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛♥s✲✜❧ ❞❡♥s❡ ✭♦✉ ✉♥ ❛❝❝ès ■♥t❡r♥❡t✮✳ ◗✉❡ s❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ PPP ♦✉ ❞✉ rés❡❛✉
❘❚❑✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡t ❧✬❡♥tr❡t✐❡♥ ❞✉ rés❡❛✉ t❡rr❡str❡✱ ❡t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡
❧♦✉r❞❡ ❝❤❛r❣❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣rés❡♥té❡s ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
✭❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❚❊❘■❆ ❡♥ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ●P❙ ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡✳
❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉t✉r❡ ❞❡s rés❡❛✉① ●▲❖◆❆❙❙✱ ❡t ●❆▲■▲❊❖✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱
❜✐❡♥ q✉✬✐♥❝❡rt❛✐♥✱ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❘❚❑ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ s✉❜✉r❜❛✐♥✳ ❈❡tt❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐✱ ♣❡✉t✲êtr❡✱ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❘❚❑ ❡♥
♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✳
✷✳✶✳✹ ❍②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❝❛♣t❡✉rs
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ●P❙ ♣❡rs✐st❡♥t ♠❛❧❣ré ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱
q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✳ ❈✐t♦♥s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✭❧✐♠✐té❡ à q✉❡❧q✉❡s
❍③ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✮ ❡t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ♣❡rt❡s✴ré✲❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ✭♣❛ss❛❣❡
s♦✉s ✉♥ ❛r❜r❡✱ ♣rès ❞✬✉♥ ❜ât✐♠❡♥t ✳✳✳✮✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉①✱ ❡♥ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣❛r ●P❙✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵ s❡ s♦♥t ♣♦rtés
s✉r ❧✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ●P❙ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ❬✸✶✱ ✸✷❪✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ●P❙✴■▼❯ ✶✶ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ✶✵✵✪ ♣❛ss✐✈❡ ✭❛✉❝✉♥ s✐❣♥❛❧ ♥✬❡st é♠✐s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡
str❛té❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥t❡①t❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥s ❞✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ●P❙ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❝❛♣t❡✉rs✳ ▲❛
❢✉s✐♦♥ ❧â❝❤❡ ✭✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s♦rt✐❡s ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✮✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ s❡rré❡ ✭✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
♠❡s✉r❡s ❜r✉t❡s ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡s✮✱ ❡t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ très s❡rré❡ ✭❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❛❣✐t s✉r ❧❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs
✐♥t❡r♥❡s ❞✉ ré❝❡♣t❡✉rs ●P❙✮✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳
✾✳ ■●❙ ✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ●◆❙❙ ❙❡r✈✐❝❡
✶✵✳ ❈◆❊❙ ✿ ❈❡♥tr❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s ➱t✉❞❡s ❙♣❛t✐❛❧❡s
✶✶✳ ■▼❯ ✿ ■♥❡rt✐❛❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♥✐t ✲ ❈❡♥tr❛❧❡ ■♥❡rt✐❡❧❧❡ ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
✶✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❧❡ ♣❧✉s ❛❜♦✉t✐s ❡♥ ❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ●P❙ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ✈✐s✉❡❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❛r❧✲
s♦♥ ❬✸✸❪✳ ▲✬❛✉t❡✉r ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧✐ss❡✉r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❜❛sé s✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r✱ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ●P❙ s♦♥t ❛❧♦rs
❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡s ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ❡st✐♠és ♣❛r ❧❡
❧✐ss❡✉r✳
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬✸✸❪ ❡st ♥♦✈❛t❡✉r✱ ✐❧ ❡st ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✉ ❙▲❆▼✳
▼❛✐s q✉❡❧ ❡st ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ●P❙ ❞❛♥s ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❄
✷✳✶✳✺ ●P❙ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡
❊♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ❧❡ rés❡❛✉ ●P❙ ❡♥ ♠♦❞❡ ❉●P❙✲❘❚❑ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r
✉♥❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ✭❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✮✱ ❧♦rs ❞✬ét✉❞❡s✱ ❡t ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳
❋♦r❝❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t✱ ❞ès ❧♦rs✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ét❛❣èr❡✳ ❖r✱ ♣❛r❝❡✲q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧❛ ❧✐❝❡♥❝❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❉●P❙✲❘❚❑
❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é♠♦❝r❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ●P❙
❤♦rs ❝♦♥t❡①t❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ❜❛s✲❝♦ût ✭♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✮✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠ètr❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❛❜s♦❧✉✱ ❡t ♠étr✐q✉❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
❧♦❝❛❧✳ ❖r✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡t ❧❡ r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡✳ ❈❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ✜❛❜❧❡✱ ❡t ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❜r✉t❡s✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ✐♥✲
❢r❛str✉❝t✉r❡ ✶✷ q✉❡ s❛♥s ✶✸✮✱ ❧❡ rés❡❛✉ ●P❙ r❡st❡ ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à
❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ q✉✐ ❡st✱ ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ ét✉❞✐é❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✿ ♥♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥
s❡♥s ✉♥✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦❜st❛❝❧❡s ♠♦❜✐❧❡s✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❧❛ t♦✉r ❊✐✛❡❧ ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣❧❛♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣♦rt❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ s❡ tr♦✉✈❡ à P❛r✐s ✭✐♠❛❣❡ ●♦♦❣❧❡ ▼❛♣s✮✳
✶✷✳ PPP✱ ❆✲●P❙
✶✸✳ ❉●P❙✱ ❉●P❙✲❘❚❑ ❡t ❛♠❜✐❣✉ïtés ✢♦tt❛♥t❡s
✷✳✷✳ ❱■❙■❖◆ P❆❘ ❖❘❉■◆❆❚❊❯❘ ✶✾
✷✳✷ ❱✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r
▲❛ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ très ❛❝t✐❢ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵✳ ❇❛sé s✉r ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
s✐♠♣❧❡ ✿ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s tâ❝❤❡s✳ ❊t ♣♦✉r ♣r❡✉✈❡✱ ♣r✐✈é ❞❡ ❝❡ s❡♥s❡✉r✱
♥♦s ❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t ❧♦✉r❞❡♠❡♥t ❛♠♦✐♥❞r✐❡s✳
❇❛sé s✉r ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ✈✐s✉❡❧ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✧r✐❝❤❡s✧ ✭t❡①✲
t✉r❡✱ ❝♦♥t♦✉r ✳✳✳✮✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ét❛♥t ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✿ ❝❡ ❝❛♣t❡✉r ♥♦✉s ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s r✐❝❤❡s✱ ♠❛✐s
✧❜r✉t❡s✧✳ ❇r✉t❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ♠ê♠❡ ❡♥
♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ r✉❡ ❞❡ P❛r✐s✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①✲
tr❛❝t✐❜❧❡s s♦♥t r✐❝❤❡s✱ ♠❛✐s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à tr❛✐t❡r ♣❛r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ s✉rt♦✉t ❡♥
t❡♠♣s✲ré❡❧✳
✷✳✷✳✶ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛♣t❡✉r ♦♣t✐q✉❡
❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✿
❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ✿
▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❇✐❡♥ q✉❡
t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥ r❛②♦♥ ♦♣t✐q✉❡ ❡♥ ✸❉✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t
❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ s✐ ✿
✕ ▲✬✐♠❛❣❡tt❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✭♥♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❧❛♥❡✮ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✸❉✳
✕ ▲❡ ♣♦✐♥t ❡st ❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡ ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭✐❧ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡
❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✮✳
✕ ▲❡ ♣♦✐♥t ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡
♦❜❥❡t ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ✐♠❛❣❡s✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳
❙❡❧♦♥ ❝❡s ❝r✐tèr❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♠♣❛r❛t❡✉r q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❝❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ s❝è♥❡✱ s♦✉s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳
❖r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠♦❞✐✜❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛t❝❤ ❛✉t♦✉r ❞✉
♣♦✐♥t ❞✬✐♥térêt✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❛♥s ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ✿ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛✲
t✐♦♥✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts q✉✐ ❛✐❡♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ❝♦rré❧és ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱
✐❧ ❢❛✉t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✮✱ s♦✐❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳
❍❛rr✐s
▲✬✉♥ ❞❡s ❡①tr❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ❡t ✉t✐❧✐sé ❡st ❧✬❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s ❬✸✹❪✳
❈❡t ❡①tr❛❝t❡✉r s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥térêt ❡①✐st❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s
❞ér✐✈é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ✭❡♥ ✷❉✮ s♦✐❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈é❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❧✉♠✐♥❡✉① s✉r
✉♥ ❛①❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❙♦✐t I ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t I(u, v) ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡♥ (u, v)✳ ❯♥❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡
❡♥ u ❡st ∂I(u, v)/∂u = I(u + 1, v) − I(u − 1, v)✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡
s♣❛t✐❛❧❡✳
✷✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
▲❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❍❛rr✐s ❝❛❧❝✉❧❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
M = g(σ) ∗
[
(∂I/∂u)2 (∂I/∂u)(∂I/∂v)
(∂I/∂u)(∂I/∂v) (∂I/∂v)2
]
✭✷✳✶✮
♦✉ g(σ) ❡st ✉♥ ♠❛sq✉❡ ●❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 q✉✐ ❧✐ss❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭s♠♦♦t❤✐♥❣ ❢❛❝t♦r✮ ❣râ❝❡ à
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✬✯✬✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st ❧❡ ❍❡ss✐❡♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❧✐ssé❡✳ ❯♥ ♣✐①❡❧ s❡r❛ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ s✐ t♦✉t❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡♥ ✷❉ ❡st
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ❞♦♥❝ s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ M s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡s✳
❍❛rr✐s ♣r♦♣♦s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t s✉r M ✿
C = det(M)− k.(trace(M))2 ✭✷✳✷✮
❛✈❡❝ k = 0.04✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ C ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥
s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✳
❖♥ r❡♣r♦❝❤❡ à ❝❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡✉① ❞é❢❛✉ts ✿ ✶✲❧❡ ❢❛❝t❡✉r k ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❡t ✷✲❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❢❡♥êtr❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ r❛❧❡♥t✐ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳
❙❤✐✲❚♦♠❛s✐
❯♥ ❝r✐tèr❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t ❡t très ✉t✐❧✐sé ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ k✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝r✐tèr❡
❞❡ ❙❤✐✲❚♦♠❛s✐ ❬✸✺❪✱ ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ M ✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
C =M1 +M3 −
√
(M1 −M3)2 + 4M22 ✭✷✳✸✮
❛✈❡❝ M1✱ M2 ❡t M3 ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ M t❡❧s q✉❡
M =
[
M1 M2
M2 M3
]
✭✷✳✹✮
▲❛ ❢❡♥êtr❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♠❛✐s ❛✉
❞étr✐♠❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❬✸✻❪✳
❋❆❙❚
❯♥ ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥térêt ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❡st ❋❆❙❚ ✭❋❡❛t✉r❡s ❢r♦♠
❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❙❡❣♠❡♥t ❚❡st✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❝❡♥tr❛❧ à
s❡s ✈♦✐s✐♥s ré♣❛rt✐s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛②♦♥✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s
❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭♦✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✮ ❛✉ ♣✐①❡❧ ❝❡♥tr❛❧✳
❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡①tr❛✐t❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✭♦✉ s❡❣♠❡♥t✮✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣❧❛♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳ ❈❡tt❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st ✉t✐❧❡ ♠❛✐s ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❡♥ t❡♠♣✲ré❡❧✳ ❈❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ♦♥t
❝❡♣❡♥❞❛♥t r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧
❞❡ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❬✸✼✱ ✸✽✱ ✸✾✱ ✹✵❪✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳ ❆❞♠❡tt♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ré❣❧é✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ✸❉✳ P♦✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❡st
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✹✶❪ ❡t ❬✹✷❪✳
✷✳✷✳ ❱■❙■❖◆ P❆❘ ❖❘❉■◆❆❚❊❯❘ ✷✶
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ▲❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❋❆❙❚ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬é❧é♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ♣❧✉s ❧✉♠✐♥❡✉①
❡t ♠♦✐♥s ❧✉♠✐♥❡✉① q✉❡ ❧❡ ♣✐①❡❧ ❝❡♥tr❛❧ s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬é❧é♠❡♥ts
s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ❈❡ ❞ét❡❝t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝♦✐♥s ✭✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳
❆✉tr❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
▲❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①tr❛✐t❡s ❞✬✐♠❛❣❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ✭s♣❤èr❡s✱
❡❧❧✐♣s❡s✱ q✉❛❞r✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✮ ❛✉ss✐ ❡①tr❛✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❝♦♠♠❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts✱ ❧❡s ré❣✐♦♥s s❡❧♦♥
❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ t❡①t✉r❡s✱ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ❡♥✜♥ ❧❡s ❢❛❝❡tt❡s ♣❧❛♥❡s ✈✐❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ très ❞✐✣❝✐❧❡✳
❈✐t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ ✈✐s❛❣❡s✱ ♣✐ét♦♥s✱ ✈♦✐t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ❈❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✿
❆✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s✱ ❛❝q✉✐s❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ❞é♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ r♦❜♦t✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ♥♦s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♠❛❣❡s✱ ♦✉ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❝❡s
♣r✐♠✐t✐✈❡s à ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
❯♥❡ ❞❡s ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧❛♣♣❛r❡♥❝❡✧ ✭❛♣♣❡❛✲
r❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬♦♣♣♦s❡r ♦✉ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❛r ✉♥
❝r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛s♣❡❝t q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st à ♦♣♣♦s❡r ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡
♣♦✉r ❛ss♦❝✐❡r ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ t❡♠♣s✲ré❡❧ r❡❝♦♥♥✉✳
❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
❝❧❛ss✐✜❝❛t❡✉r ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉♣❡r✈✐sé❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❡♥ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ▲❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉♣❡r✈✐sé❡ ❡st ♥♦♠♠é❡
✧❜❛❣✲♦❢✲✇♦r❞✧ ✭s❛❝ ❞❡ ♠♦ts✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ♣❛r
❧❡ t❡r♠❡ ✧❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✧✳
❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥t ❞✬✐♥térêt✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣❛r❛t❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡✱ ❧❡s ♣❧✉s
❝♦✉r❛♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✳
✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
◆♦♠ ❊①♣r❡ss✐♦♥
❙✉♠ ♦❢ ❆❜s♦❧✉t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✿ SAD = Σ|I − J |
◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙✉♠ ♦❢ ❆❜s♦❧✉t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✿ NSAD = Σ|(I − I)− (J − J)|
❈r♦ss✲❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✿ CC = Σ(I.J)
❩❡r♦✲▼❡❛♥ ❈r♦ss✲❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✿ ZCC = Σ(I − I)(J − J)
❩❡r♦✲▼❡❛♥ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss✲❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✿ ZNCC =
1
N
∑ (I − I)(J − J)
σIσJ
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ▼ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ I ❡t J s♦♥t ❧❡s ✐♥t❡♥s✐té❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡tt❡s
à ❝♦♠♣❛r❡r ✭❧❡s ✐♠❛❣❡tt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✐ssé❡s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✮✱ I ❡t J s♦♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ I ❡t J ✳
N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣❛r ✐♠❛❣❡tt❡✳ ❊♥✜♥ σI ❡t σJ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rts✲t②♣❡ ❞❡ I ❡t J
❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s ❡t✴♦✉ ♣❧✉s
r♦❜✉st❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r✳ ❯♥ ❞❡s✲
❝r✐♣t❡✉r ❡st ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡ à ❝♦♠♣❛r❡r✮✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ C ❡st ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ✭❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡✮✳ ▲❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❬✹✸❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞é❝r✐t
❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ✉♥ ❜♦♥ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❡st ✉♥ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r q✉✐ s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳
P❛rt♦♥s ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ✿ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✿
D =
1
N
∑
W
I ✭✷✳✺✮
❛✈❡❝ W ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡✳
❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡t ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st r♦❜✉st❡ à ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ✭❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st
r♦❜✉st❡ à t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✮✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ♣❡✉ r♦❜✉st❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ à ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ✉♥❡ ❞✐st♦rs✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té✳
D[k] =
∑
W
(I(u, v) == k) ✭✷✳✻✮
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
∑
❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣t❡✉r✳
▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ✭❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱
❙❆❉✱ ❈❈ ✳✳✳✮✳ ❖♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ tr✐♣❧❡t ✿ ✶✲ ❡①tr❛❝✲
t❡✉r✱ ✷✲ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❡t ✸✲ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡ ❜♦♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t t♦✉t ❡♥
r❡❥❡t❛♥t ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣❛✐r❡s✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ♦ù ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❡①tr❛✐ts s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡
t♦✉t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡tt❡ ❛✉t♦✉r ❞✉
✷✳✷✳ ❱■❙■❖◆ P❆❘ ❖❘❉■◆❆❚❊❯❘ ✷✸
♣♦✐♥t ✭♣❧✉s ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té✮✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r r♦❜✉st❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❡t ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té✳ P♦✉r êtr❡ ❞✐r❡❝t✱ ❝❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ❉❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s s♦♥t ❑▲❚ ✭♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✮✱ ❙■❋❚ ❡t ❙❯❘❋ ✭❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❡✣❝❛❝❡s
❜❛sés s✉r ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❢♦rts✮✱ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ✿ ❇❘■❊❋ ✭❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✮✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❛✐s ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s à ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳
▼ét❤♦❞❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
❑▲❚ ▼ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♠❛❣❡✳
❙■❋❚ ❉❡s❝r✐♣t❡✉r ♣❡✉ ✈❛r✐❛♥t ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✭❙❝❛❧❡ ■♥✈❛r✐❛♥t✮✳
❙❯❘❋ ❇❛sé s✉r ❙■❋❚✱ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❝❛r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✳
❇❘■❊❋ Pr♦❝❤❡ ❞❡ ❈❊◆❙❯❙✳ ❉❡s❝r✐♣t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡✳ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡tt❡s✳ ❑▲❚ ❬✹✹✱ ✹✺❪✱ ❙■❋❚ ❬✹✻✱ ✹✼❪✱
❙❯❘❋ ❬✹✽✱ ✹✾❪ ❡t ❇❘■❊❋ ❬✺✵❪✳
❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❤②❜r✐❞❡s ✭❝r✐tèr❡ ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡✮
❡①✐st❡♥t✳
❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ♣❛r ❝r✐tèr❡ ❤②❜r✐❞❡ ❆❣r❛✇❛❧ ❞❛♥s ❬✺✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❜❛sé à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡
❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❛♠ér❛✱ ♣✉✐s
❞✬❛ss♦❝✐❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡✱ ❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘❆◆❙❆❈ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts✳ ❆♣rès ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s ❛ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❜♦♥♥❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ❝♦rr❡❝ts
✭❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛✮✳
❉❛♥s ❬✺✷❪✱ ▲❡♠❛✐r❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ré♣❛r✲
t✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳ ❆♣rès ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ✭❩◆❈❈✮✱ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣❡✲❣r♦✉♣❡ ❡st
❡✛❡❝t✉é❡✳
❉❛♥s ❬✺✸❪✱ ❉❛✈✐s♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts ✉t✐❧✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥
❝r✐tèr❡ ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❡t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s s♦♥ ❝❛s✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❛♠ér❛✱ ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ▲❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♥❡ s❡ ❢❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱
❛♣♣❡❧é❡ ✧r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✐✈❡✧ ✭❛❝t✐✈❡ s❡❛r❝❤✮ à ♣❡r♠✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t
❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ❧✐❜r❡ t❡♥✉❡ à ❧❛ ♠❛✐♥✳
❑❧❡✐♥ ❞❛♥s ❬✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✭❞✬❛❜♦r❞ ❜❛sé❡ ❛♣♣❛r❡♥❝❡✱ ♣✉✐s ❣é♦♠étr✐q✉❡✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♥♦♥ r♦❜✉st❡✱ ❜❛sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡✱ ♣✉✐s✱ s❛♥s ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
❛❜❡rr❛♥t❡s✱ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ♠❛✉✈❛✐s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ✭❞❛♥s s♦♥ ❝❛s ✉♥ ❇✉♥❞❧❡
✷✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
❆❞❥✉st♠❡♥t r♦❜✉st❡✮✳ ❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ✉t✐❧✐s❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût r♦❜✉st❡ ✭✐❧
♣r♦♣♦s❡ ❚✉❦❡②✱ ❈❛✉❝❤② ❡t ❍✉❜❡r ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡s✮✳ ❙♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ❙▲❆▼ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❛♣♣❡❧é P❚❆▼ ✭P❛r❛❧❧❡❧ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❆♥❞ ▼❛♣♣✐♥❣✮ ❡t s❡ ré✈è❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t
❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r t♦✉r♥❡r ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ s✉r ✉♥ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ❬✺✹❪✳
❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts
▲❡s s❡❣♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦✉r❛♥ts ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ♦♣t✐q✉❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❧❡s
✉t✐❧✐s❡r ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✱ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ❧❡s ❛ss♦❝✐❡r✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♦♥ ♣❡✉t
❝✐t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❡♥ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧s q✉✐ t❡♥t❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❡♥ t✐tr❡ ✷✳✷✳✶✮✳
❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ▲❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣❧❛♥s ❡t ❧❡s
❝♦✉r❜❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❛♣♣❛r✐❡r✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s❝è♥❡
✸❉ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❧❛♥s ❬✸✾✱ ✺✺❪✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s r❡st❡♥t r❛r❡s✳
▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s❛❣❡s ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t ❝♦♥s✐sté à
❞ét❡❝t❡r ❡t ❛ss♦❝✐❡r ❞❡s ✈✐s❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥ ✢✉① ✈✐❞é♦✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣r♦❣r❡ssé ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳
❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s❝è♥❡ ✿
▲❛ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦ssè❞❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ✧sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t✧ r❡st❡ ✉♥❡ t❛❝❤❡ à ré❛❧✐s❡r✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✐♥❤ér❡♥t❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✭❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❛♥❣❡r❡✉①✱ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ✳✳✳✮✳
❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❝è♥❡ r❡q✉✐❡rt ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s r❛✐s♦♥♥❡r
✭✐♥❢ér❡r✮✳
▼❛✐s ♦✉ ❡♥ ❡st ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❄
✷✳✷✳✷ ❱✐s✐♦♥ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡s s❡ ❤❡✉rt❡♥t s♦✉✈❡♥t à ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ▲❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s②♥t❤ét✐sé❡s ❛✈❛♥t q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✉❧tér✐❡✉r
✭♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✳✳✳✮✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ét❛♥t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt✮✱ ❡t s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s
à t♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ à ❡①♣❧♦✐t❡r ✉♥ ❝❛♣t❡✉r
✈✐❞é♦ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡✳
❆✐♥s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ q✉❛tr❡ tâ❝❤❡s ✿
✕ ▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳
✕ ▲✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ❜❛♥❝ stéré♦ ✳
✕ ▲❡ s✉✐✈✐ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳
✕ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ✭♠❛♣♣✐♥❣✮ ❡t ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ✭❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳
❆✈❡❝ ❝❡ s❝❤é♠❛✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♠ér❛s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s✱ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ✈✐s❛❣❡s✱ ❡t ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡r ✉♥❡ s❝è♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡
❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✱ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ t❡♥❞ à s✬ét❡♥❞r❡✳
❆❜♦r❞♦♥s ❧❡ s✉❥❡t ❞✉ ❙▲❆▼✳
✷✳✸✳ ❙▲❆▼ ✿ ▲❖❈❆▲■❙❆❚■❖◆ ❊❚ ❈❆❘❚❖●❘❆P❍■❊ ❙■▼❯▲❚❆◆➱❊❙ ✷✺
✷✳✸ ❙▲❆▼ ✿ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡s
✷✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
▲❡ ❙▲❆▼ ❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❜✐❧❡✱ ❡t ❞❡ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❞❡ ❝❡ ♠♦❜✐❧❡✳ ▲✬✐♥térêt ❡st q✉❡ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ s❡rt ❞❡ s✉♣♣♦rt à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳
▲❡ ❙▲❆▼ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❞❛♥s ❞❡s ❧✐❡✉① ❞✐✣❝✐❧❡s ✭❞❛♥s ❧❡s ❜ât✐♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✮ s❡❧♦♥ ❧❡s
❝❛♣t❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❙▲❆▼ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧❛s❡rs ✷❉
❡t ✸❉ q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♠ér❛s ✭❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❛✉t♦✉r ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❜✐❧❡✮✳
✷✳✸✳✷ P♦s❡ ❙▲❆▼
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ P♦s❡✲❙▲❆▼ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❡st✐♠❡r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t✱ ❡♥ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✭❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Rt✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❯♥ ❝❛♣✲
t❡✉r ❧❛s❡r ✭✷❉ ♦✉ ✸❉✮ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Rt✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧✐❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t
❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✭❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✉♥❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✧❝♦♥tr❛✐♥t❡ Rt✧ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✬♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✷❉ ♦✉ ❡♥ ✸❉ ✭♥♦♠♠é ❛✉ss✐ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡✮✳ ▲❡ ♥♦♠ Rt ❡st ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ♦✉ R ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✭✷❉ ♦✉ ✸❉✮ ❡t t ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❛✲
té♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Rt = [R, t]✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡
à t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ v✱ ♣r♦❝è❞❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❛♣♣r♦♣r✐é✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✧❢❡r♠❡t✉r❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✧ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ r❡❧✐❛♥t
❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t à ✉♥ ét❛t é❧♦✐❣♥é ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❧❛s❡r ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❢❡r♠❡t✉r❡
❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥ ♠❛♣✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡ ✧s❝❛♥✧ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s❡✱ ❡t ✉♥ ✧s❝❛♥✧ ♣❧✉s
❛♥❝✐❡♥✳ ❙✐ ✐❧ ② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Rt r❡❧✐❛♥t ❧❡ ♣♦s❡ ❧❛ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ à ✉♥❡
❛♥❝✐❡♥♥❡ ♣♦s❡✳
❖r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st tr✐✈✐❛❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
Rt ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✭t②♣❡ ♦❞♦♠étr✐❡✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ❧✬❡st ♣❧✉s ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
Rt ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦♥✲s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ t②♣❡ Rt à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ♦❞♦♠étr✐q✉❡✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧❛s❡r ✷❉ ♦✉ ✸❉ ✈✐❛ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✧♠❛♣✲♠❛t❝❤✐♥❣✧ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✽✮✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ✧♠❛♣✲♠❛t❝❤✐♥❣✧ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ❡st ❧✬ICP ✭■t❡r❛t✐✈❡ ❈❧♦s❡st P♦✐♥t✮✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s✳
▲❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ P❈▲ ✭P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ ▲✐❜r❛r②✮ ❡st ✉♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ♣❛r
❲✐❧❧♦✇✲●❛r❛❣❡ q✉✐ s✉♣♣♦rt❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛♣✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✷❉ ❡t ✸❉✳
✷✳✸✳✸ ▲❛♥❞♠❛r❦✲❙▲❆▼ ❡t ❋✐❧tr❛❣❡
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♥✬❡st✐♠❡r
q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳
✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❯♥ ❝❛♣t❡✉r ❧❛s❡r ✷❉ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❙▲❆▼✱ ▲❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❘t✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✧s❝❛♥s✧✱ ❡t
❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ✧❘t✧✮ sé♣❛r❛♥t ❝❡s ❞❡✉① s❝❛♥s✳
❊❑❋✲❙▲❆▼ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛♥t ❞✉ ❙▲❆▼ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥ ✜❧tr❡ ❡t ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❬✺✻✱ ✺✼❪✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉
✭❊❑❋✮ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✱ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡
❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ✭❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ét❛♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧❛ ❝❛rt❡✮✳
❊■❋✲❙▲❆▼ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ❊❑❋ ❧✐♠✐t❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❡✉t êtr❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ré❞✉✐t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❧❡
rés✉❧t❛t ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❬✺✽✱ ✺✾✱ ✻✵❪✳ ❈❡tt❡
s❡❝♦♥❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ r❡st❡r ♣❡✉ ❝♦ût❡✉s❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝r❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✶✹✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝r❡✉s❡s✱ ❞✬♦♣ér❡r ❞❛♥s
❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ❧❛r❣❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳ ❘❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❊■❋✲❙▲❊▼ ✿ ✐❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ♥♦♥ ③ér♦s ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❇❛②és✐❡♥✳ ▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ s②stè♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ❝r❡✉① ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉ ❇❛②és✐❡♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✜❧tr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✻✶❪✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts
❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❛✜♥ ❞✬♦♣ér❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❇❛②és✐❡♥✱
s❛♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ♠ê♠❡ ❝r❡✉s❡✳
❊❑❋ ❛✈❡❝ s♦✉s✲❝❛rt❡s ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❡t ❧✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡
❞✉ ❙▲❆▼ ❜❛sé s✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ♣❡♥❝❤és s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡♥ s♦✉s✲❝❛rt❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉✐✈✐❞❡ ❛♥❞ ❈♦♥q✉❡r ❬✻✷❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉s✲❝❛rt❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♠♠é ✧♠❛♣
❥♦✐♥✐♥❣✧✳
❋✐❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❋❆❙❚✲❙▲❆▼ ❬✻✸❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡
❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞✐s✲
✶✹✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❙▲❆▼✱ ❡st ❝r❡✉s❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭s♦♥
✐♥✈❡rs❡✮
✷✳✸✳ ❙▲❆▼ ✿ ▲❖❈❆▲■❙❆❚■❖◆ ❊❚ ❈❆❘❚❖●❘❆P❍■❊ ❙■▼❯▲❚❆◆➱❊❙ ✷✼
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✮✱ ❝❤❛q✉❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❢❛✐s❛♥t t♦✉r♥❡r N ✜❧tr❡s ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✭❛✈❡❝ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♠❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡✮✳ ▲❛ ♠✐s❡
à ❥♦✉r ❞✉ ✜❧tr❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(M log(N))✱ ❛✈❡❝ M ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳
❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r
✉♥❡ ❞❡♥s✐té ●❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡r ✈✐s✉❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ s❝❛♥
❧❛s❡r✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ✭❝❛♠ér❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡r
✈✐s✉❡❧ ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝❛✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐r❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❢✉r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❬✻✺❪✱ ♣✉✐s s✉r ✉♥❡ ♣❛r❛♠é✲
tr✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❛♠❡r ♦❜s❡r✈é ❬✻✻❪ ✿ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ■❉P ✶✺ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡
❛♥❝r❡✱ ❞❡ ❞❡✉① ❛♥❣❧❡s ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡r✱ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r ❝❡t ❛①❡✳
P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛♥❝ré❡s ❢✉t ét✉❞✐é ❡t ❣é♥ér❛❧✐sé❡
❛✉① ❧✐❣♥❡s ❬✹✶❪✳
❋✐❧tr❛❣❡s ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✶✻
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❢✉r❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❬✻✼✱ ✻✽✱ ✻✾✱ ✼✵❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré
q✉✬✉♥ ✜❧tr❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❙▲❆▼ ❡st s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ✭♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉① ♦❞♦♠ètr❡s s✉r q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s✱ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧ ✸❉ ✳✳✳✮ ❬✼✶✱ ✼✷❪✳
❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡st ♣r♦✈♦q✉é ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ q✉✐✱ s✬✐❧ ❡st s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✱ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❬✼✶✱ ✼✷❪✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡
✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜✐❛✐sé❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✜❧tr❛❣❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❙▲❆▼✱ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐♥té❣r✐té ❞✉ rés✉❧t❛t✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❙▲❆▼ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✧✜❧tr❛❣❡✧ ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✳
✷✳✸✳✹ ❙▲❆▼ ♣❛r ❧✐ss❛❣❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ✭P♦s❡✲❙▲❆▼ ❡t ▲❛♥❞♠❛r❦✲❙▲❆▼✮
▼♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s
❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❙▲❆▼ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡t ❞❡
✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭ét❛t ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡✮✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡✣❝❛❝❡s ❜❛sés s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s
s✐♠♣❧❡✱ ❡t q✉✐ t✐r❡♥t ♣❛rt✐ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❇❛②és✐❡♥♥❡ ❬✼✸❪✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❙▲❆▼ ♣♦ssè❞❡ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❧❡s ♥♦❡✉❞s✮ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ét❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❧❡s ♠❡s✉r❡s✱ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❛rrêt❡s✮✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣r❛♣❤❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ à tr❛✈❡rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
rés❡❛✉① ❇❛②és✐❡♥s ✭❇❛②❡s ♥❡ts✮ ❬✼✹✱ ✼✺❪✱ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s✮ ❬✼✻✱ ✼✼✱
✶✺✳ ■❉P ✿ ■♥✈❡rs❡ ❉❡♣t❤ P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
✶✻✳ ■❝✐ ✧❈♦♥s✐st❛♥❝❡✧ ❡st ✉♥ ❛♥❣❧✐❝✐s♠❡ ❞❡ ✧❈♦♥s✐t❡♥❝②✧ ✿❝♦❤ér❡♥❝❡
✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
✺✾❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ✭❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤s✮ ❬✺✾✱ ✼✽❪✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❇❛②és✐❡♥ s❡♠❜❧❡
♣r♦♣♦s❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❡st ❧✉✐✱ ❧✐é à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❙❆▼
■♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡t ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱
✈❡❝t❡✉r ❡t ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r✱ rés❡❛✉① ❇❛②és✐❡♥s✱ ♦✉ rés❡❛✉① ❞❡ ▼❛r❦♦✈✮✱
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ✭♥❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐s❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ❛♣♣❡❧é ❙❆▼ ✭❙♠♦♦t❤✐♥❣
❆♥❞ ▼❛♣♣✐♥❣✮ r❡st❡ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❬✺✾✱ ✼✾✱ ✽✵❪ ❡t ✐tér❛t✐✈❡s ❬✽✶✱ ✽✷❪✳
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛sé❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❧✐ss❛❣❡ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❛❞❛♣té❡s ❛✉① s②stè♠❡s r♦❜♦t✐q✉❡s
✭❧❡s s②stè♠❡s r♦❜♦t✐q✉❡s r❡q✉ér❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♣ér❡r ✉♥❡ ♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❡st✱ ❛✉ ♠✐❡✉①✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣♦s❡s ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝r❡✉s❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❇❛②és✐❡♥✮✳
▲✐ss❛❣❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ✿ ✐❙❆▼✶ ❡t ✐❙❆▼✷
❚❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ♣❛s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♦✉ ♠❡s✉r❡s✮ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❙▲❆▼ ✭❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❡t ✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡✮ ♣❡rs✐st❡r❛✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♠❛r❣✐♥❛❧✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ✭❡t ❛✐♥s✐ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✮ ♥✬❡st
♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t
q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r✮ ❡t ❞✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ✭❙❆▼✮ ♣r♦♣♦s❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✱ ❡t ♥❡ s♦✉✛r❡♥t ♣❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❙❆▼ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ✭♦✉ ✐❙❆▼✮ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✱ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳
▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙❆▼ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♣♦✐♥t ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ✧s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✧✮ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs
❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ▲❡ ❙❆▼ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ q✉✐ s♦✐t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠é❡ ✭❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞✬✉♥ s♦✉s✲
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✮✳
❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❧✐ss❡✉r ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ❡st ❜♦r♥é❡ ✭s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t✮ ♣❛r ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛t❝❤ ✭❧❛ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✮✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ✐❙❆▼ ❬✼✽❪ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ QR ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s iSAM1✮ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ✐♥❝ré♠❡♥✲
t❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r R ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ QR✱ ❡t ❞❡ r❡✲❧✐♥é❛r✐s❡r ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝❡ s②stè♠❡ ✭❝❡ q✉✐
r❡✈✐❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✧❜❛t❝❤✧✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ à ❝❤❛q✉❡ r❡✲❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
ré✲♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❝❛❧❝✉❧é✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❛rs✐té ❞✉ ❢❛❝t❡✉r Q ❡t ❛✐♥s✐
✷✳✹✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆❙ ❉❊ ◆❖❚❘❊ ❘❊❈❍❊❘❈❍❊ ✷✾
❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛❝❦✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡ ❡st ❛❧♦rs ré❛❧✐sé❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✱
❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❜❛t❝❤ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❡✲❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✽✸✱ ✽✹❪✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❇❛②és✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭✉♥
❇❛②❡s tr❡❡✮ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♦♣ér❡r ❧❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s ❇❛②és✐❡♥♥❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ QR ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡st ✧tr❛✲
❞✉✐t❡✧ ❡♥ ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❞✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❇❛②❡s tr❡❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ iSAM2✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ ✉♥ ré✲♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ r❡✲❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✢✉✐❞❡ ✭✢✉✐❞ r❡❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥✮✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✢✉✐❞✐❞é ✐❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ré✲♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❡t ❞❡ r❡✲❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞✉ ❇❛②❡s tr❡❡ ✭s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ t♦✉❝❤é❡ ♣❛r ❧✬♦♣é✲
r❛t✐♦♥✮✱ ❝❡ q✉✐ é❧✐♠✐♥❡ t♦✉t❡ ♥é❝❡ss✐té ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❜❛t❝❤✳ ❈♦♠♣❛ré❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ iSAM2 ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ✭s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t à t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼✮✱
❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬iSAM2 ❡st
❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❇❛②❡s tr❡❡✱ q✉✐ ❝ré❡ ✉♥❡ s✉r❝❤❛r❣❡
❝♦♥séq✉❡♥t❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ ❇❛②❡s tr❡❡ ♥é❝éss✐t❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s
❝❧✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r✮✳
✷✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❈❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧
❡①✐st❛✐t ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦②❡♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡
✭●P❙ ❡t ❝❛♠ér❛✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ✈✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦②❡♥s ❞✬❤②❜r✐❞❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♣t❡✉rs✳
❊t ❡♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❙▲❆▼ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ♥♦tr❡
s✉❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❖r ❞♦♥❝✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣❛r ●P❙ ❡♥
♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ tr✐♣❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡s
❞❡ ♣❤❛s❡ ●P❙✱ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡❬✷✷❪✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ●P❙✲❘❚❑ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❡✈❡r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
ré❝❡♣t❡✉rs ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ❡♥ ✷✵✶✶❬✽✺❪✳
❊♥✜♥✱ ♥♦tr❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❙▲❆▼
❣é♥ér✐q✉❡✳ ❈❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st ❞✐str✐❜✉é s♦✉s ❧✐❝❡♥❝❡ ❖♣❡♥✲s♦✉r❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧❛♥té ♣❧✉s✐❡✉rs str❛✲
té❣✐❡s ❞❡ ❙▲❆▼ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ❊t✱ ❝♦♠♠❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❞✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❛♣t❡✉r✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❱✐s✐♦♥✴❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ t♦✉r♥❛♥t à ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ❈❡s
rés✉❧t❛ts ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s❬✽✼✱ ✽✽❪✳
✸✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r tr✐♣❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❉●P❙✲❘❚❑
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❉●P❙✲❘❚❑✱ ❡♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❘❚❑ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s
❛tt❛❝❤és ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐t❡ L1✲❘❚❑ ♣♦✉r s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱
❡t s♦♥ ❝♦ût ré❞✉✐t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt✐❝✐♣é ❛✐♥s✐ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝❡♥✲
t✐♠étr✐q✉❡ ♠♦♥té s✉r ✉♥❡ t♦♥❞❡✉s❡ à ❣❛③♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❊✉r♦♣é❡♥❬✶✼✱ ✶✽❪✳ P❛r ❧❛
s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ❡t ❛❜♦✉t✐ à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❡✲
s✉r❡s ❞❡ tr✐♣❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥t été ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ■❊❊❊✲❙❙P ✶ ❞✉r❛♥t ❧✬été ✷✵✶✶❬✷✷❪✳
✸✳✶ ▼♦❞è❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❜✐❧❡
✸✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡ ♦❞♦♠étr✐q✉❡
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ à tr♦✐s r♦✉❡s é✈♦❧✉❛♥t ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ s✉❜✲✉r❜❛✐♥ ♦✉✈❡rt✳
❈❡ r♦❜♦t ❡st éq✉✐♣é ❞✬❡♥❝♦❞❡✉rs s✉r s❡s ❞❡✉① r♦✉❡s ❛rr✐èr❡s ♠♦tr✐❝❡s✳ ❊♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ♠♦❜✐❧❡
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✐ss✉❡s
❞❡s ❡♥❝♦❞❡✉rs s✉r ❧❡ ♠♦t❡✉r ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦❞♦♠étr✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s r❡♥s❡✐❣♥❡ s✉r ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t✳ ❙♦✐t Rt ❧✬ét❛t ❞✉ r♦❜♦t ✭♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱
s♦✐t ut ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡s ❡♥❝♦❞❡✉rs à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t Rt ❣râ❝❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
Rt = f(Rt−1, ut, wt)
♦ù wt ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♦❞♦♠étr✐q✉❡s ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s r♦✉❡s ❞✉ r♦❜♦t✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐❝✐
✶✳ ■❊❊❊✲❙❙P ✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✶✱ ◆✐❝❡✱ ❋r❛♥❝❡
✸✶
✸✷❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ❚❘■P▲❊✲❉■❋❋➱❘❊◆❈❊ ❉❊❙▼❊❙❯❘❊❙ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❉●P❙✲❘❚❑
♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s
❣é♦♠étr✐q✉❡s s✉r ❧❡ r♦❜♦t✳
✸✳✶✳✷ ▼♦❜✐❧❡ à ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈✐t❡ss❡ ♦✉ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❜r♦✇♥✐❡♥♥❡
❊♥ ❛❜s❝❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♦❞♦♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦✉ ❧✬❛❝❝é✲
❧ér❛t✐♦♥ s✉✐t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥✳ ❙♦✐t
XUt =
 xUtyUt
zUt

❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣é♦✲❝❡♥tré❡s ✭❊❈❊❋✮✳ P♦✉r ❝❡s tr♦✐s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ s✐ Xt
❞és✐❣♥❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦♥ ❛ ✿
✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥
XUt = X
U
t−1 + wt
✕ ❱✐t❡ss❡ ❜r♦✇♥✐❡♥♥❡
XUt = X
U
t−1 + V
U
t .∆t
V Ut = V
U
t−1 + wt
✕ ❆❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❜r♦✇♥✐❡♥♥❡
XUt = X
U
t−1 + V
U
t .∆t
V Ut = V
U
t−1+γ
U
t−1.∆t
γUt = γ
U
t−1+wt
◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ ❥❡r❦ ❜r♦✇♥✐❡♥ ✷✱ s❛♥s q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ s♦✐t
❧✐♠✐t❛t✐❢✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs ✲ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ✲ ✿ q✉❡❧ ❡st ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st très s✐♠♣❧❡ ✿ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢
❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦❞é❧✐s❡r✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣❛r♠✐ ◆ ❡st✱ ❡❧❧❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉✈❡♥t r❡❝♦✉r✉s✱
❧♦rsq✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞è❧❡ r✐✈❛❧✐s❛✐❡♥t✱ ❡st ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡✳ ❙✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢✱ ❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ré❛❧✐té t❡rr❛✐♥✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬✐♥térêt✱ ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡❧s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s✳ ❉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡s
❡①✐st❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✸✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❝♦♥s❝✐❡♥t q✉✬✉♥
❤✐st♦❣r❛♠♠❡ s❡✉❧ ♥❡ ❞é❝r✐t ♣❛s à ❧❛ ❜❧❛♥❝❤❡✉r ❞❡s ❜r✉✐ts ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s ✭s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡t
❧❡✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ P♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ✜❧tré ✭♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥
à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✮ ♦✉ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ ✐❧ ❢❛✉t tr❛❝❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❢♦✉rr✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ✉♥ t❡♠♣s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢✳ P❧✉s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❉✐r❛❦✱
✷✳ ▲❡ ❥❡r❦ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✳
✸✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡st s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳
✸✳✷✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ ▼❊❙❯❘❊❙ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆ ❉❖❯❇▲❊ ❉■❋❋➱❘❊◆❈❊ ❉●P❙ ✸✸
♣❧✉s ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❜❧❛♥❝✱ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ s✐♥✉s ❝❛r❞✐♥❛❧✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ✜❧tré✱ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❢❛✉t
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡♥s❛✐t êtr❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✮ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬ét❛t ✹✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝ré❡r ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥térêt ❡st ❣r❛♥❞✮✱
♣❧✉s ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r s❡r❛ ❧❡♥t✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ♣❛r❢♦✐s s❡ ❧✐♠✐t❡r à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❛♥s ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ❡t ❢❛✐r❡ ❧❛ ♣❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❜❧❛♥❝❤❡✉r ❞❡s ❜r✉✐ts ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✺ ✳
✸✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❉●P❙
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❜r✉t❡s ❞❡ ♣❤❛s❡
●P❙✱ ❞✐t❡s ✧♥♦♥✲❞✐✛ér❡♥❝✐é❡s✧✱ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊❧❧❡s s✬é❝r✐✈❡♥t
ϕU,it =
∥∥XUt −Xit∥∥+Bit + bS,it + bUt + aU,it + vU,it
♦ù
∥∥XUt −Xit∥∥ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ sé♣❛r❛♥t ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ é♠❡tt❡✉r ✭❞❡ ❝♦✲
♦r❞♦♥♥é❡s Xit ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❊❈❊❋✮ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✱ B
i
t ❧❡s ❜✐❛✐s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s s✉r ❧❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞ûs à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ bS,it ❡t b
U
t ❧❡s ❜✐❛✐s ❞❡s ❤♦r❧♦❣❡s ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ❡t ❞✉ ré✲
❝❡♣t❡✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ aU,it ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t v
U,i
t ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
❜❧❛♥❝ ❡t ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡ σϕ✱ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s
❜✐❛✐s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✲tr❛❥❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥tés ✐❝✐✳
❊♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ s✐♠♣❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥tr❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ✭ϕU,it ✮ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭ϕ
R,i
t ✮✳ ▲❡s ré❝❡♣t❡✉rs
ét❛♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✧♣r♦❝❤❡s✧✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❜✐❛✐s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❜✐❛✐s ❞✬❤♦r❧♦❣❡s s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
∆ϕit = ϕ
U,i
t − ϕR,it ✭✸✳✶✮
=
∥∥XUt −Xit∥∥− ∥∥XRt −Xit∥∥+∆ait +∆bt +∆vit ✭✸✳✷✮
❛✈❡❝ ∆ait = a
U,i
t − aR,it ✱ ∆bt = bUt − bRt ✱ ∆vit = vU,it − vR,it ✳
◆♦t♦♥s ∆Xt = XUt −XRt ❧✬é❝❛rt ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ré❢ér❡♥❝❡✳ ❖♥ ❛∥∥XUt −Xit∥∥− ∥∥XRt −Xit∥∥ = ∥∥XRt +∆Xt −Xit∥∥− ∥∥XRt −Xit∥∥
▲✬é❝❛rt ‖∆Xt‖ ét❛♥t très ♣❡t✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt
∥∥XRt −Xit∥∥✱ ✐❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❝❡ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
∥∥XUt −Xit∥∥− ∥∥XRt −Xit∥∥ ≃ (XRt −Xit)T∥∥XRt −Xit∥∥ ∆Xt
✹✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❜❧❛♥❝❤✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♥✈♦②❡r ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✳
✺✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✱ ♥♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s✱ r❡❧❛t✐✈✐s❡r ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à tr❛✈❡rs ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❙▲❆▼✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
❞✬♦❜s❡r✈❡r ♣❧✉s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ q✉❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❛✉① ♠❛r❣✐♥❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ♣é♥❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳
✸✹❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ❚❘■P▲❊✲❉■❋❋➱❘❊◆❈❊ ❉❊❙▼❊❙❯❘❊❙ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❉●P❙✲❘❚❑
♦ù (
XRt −Xit
)T∥∥XRt −Xit∥∥
❡st ❧❡ ❝♦s✐♥✉s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞✉ r❛②♦♥ ❡♥tr❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡t s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ Xt ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❞✉
s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r♦❜♦t✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡t❡♥✉✱ ♦♥ ❛
Xt = ∆Xt
Xt =
[
∆Xt
V Ut
]
Xt =
 ∆XtV Ut
γUt

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
HSD,it =
[(
XRt −Xit
)T∥∥XRt −Xit∥∥ , 0
]
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✜♥❛❧❡♠❡♥t
∆ϕit = H
SD,i
t Xt +∆a
i
t +∆bt +∆v
i
t
❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ❜r✉✐ts ❛❞❞✐t✐❢s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❜r✉t❡s ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ré❝❡♣t❡✉r
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s s✐♠♣❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❧❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✿ ∆vit s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s
❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ❣❛✉ss✐❡♥s ❛✈❡❝
E
[(
∆vit
)2]
= 2 (σϕ)
2
▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡s s✐♠♣❧❡s✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♠♠✉♥ ❛♣♣❡❧é pivot ✭✐♥❞❡①é p✮✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t
❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❜✐❛✐s ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ré❝❡♣t❡✉rs ∆bt✳ ❖♥ ❛❧♦rs✱ ❞♦♥❝ ∀i 6= p
∇∆ϕi,pt = ∆ϕit −∆ϕpt
= HDD,i,pt ∆Xt +∇∆ai,pt +∇∆vi,pt ✭✸✳✸✮
♦ù ∇∆ai,pt = ∆ait − ∆apt s♦♥t ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞❡ ❞♦✉❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ∇∆vi,pt = ∆vit − ∆vpt ✱ ❡t
HDD,i,pt = H
SD,i
t −HSD,pt ✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡s ❞♦✉❜❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t ✐♥t❡r❝♦rré❧é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥
❛ ✿
E
[(
∇∆vi,pt
)2]
= E
[(
∆vit −∆vpt
)2]
= E
[(
∆vit
)2]
+ E
[
(∆vpt )
2
]
= 4 (σϕ)
2
✸✳✸✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ ▼❊❙❯❘❊❙ ❉❊ P❍❆❙❊ ❚❘■P▲❊ ❉■❋❋➱❘❊◆❈❊ ❉●P❙ ✸✺
❡t ∀i 6= j
E
[
∇∆vi,pt ∇∆vj,pt
]
= E
[(
∆vit −∆vpt
) (
∆vjt −∆vpt
)]
= E
[
(∆vpt )
2
]
= 2 (σϕ)
2
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ∇∆ai,pt ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ❡♥t✐❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥✐✲
❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡ s✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥✜♥✐✳
❊♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s❛✉ts ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ∇∆ai,pt ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
∇∆ai,pt = ∇∆ai,pt−1
✸✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ tr✐♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❉●P❙
✸✳✸✳✶ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❙✐ ♦♥ ❛❣rè❣❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✉ r♦❜♦t ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t ✭❞♦✉❜❧❡s✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❞❥♦✐♥❞r❡ à ❧✬ét❛t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥❝♦♥♥✉❡s ♠❛✐s ❝♦♥st❛♥t❡s ✭❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s❛✉t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s✮
q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞❡ ♣❤❛s❡ ∇∆ai,pt ✳ ❙♦✐t Xt ❧✬ét❛t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ r♦❜♦t ❝♦♥t❡♥❛♥t
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬é❝❛rt ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ∆Xt ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞✉
t②♣❡
Xt = f (Xt−1, ut, wt)
∇∆ai,pt = ∇∆ai,pt−1
♦❜s❡r✈é ♣❛r
∇∆ϕi,pt = HDD,i,pt ∆Xt +∇∆ai,pt +∇∆vi,pt
◆♦tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❡st ❞♦♥❝ ❤②❜r✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ Xt s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ∇∆ai,pt s♦♥t ❞✐s❝r❡ts ✭❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡s✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s
❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ✜❧tr❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés✱ ❝❡ ✜❧tr❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ❡st✐♠❡r❛✐t
❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ s✉r X ❡t ∇∆a ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s à ❞✐s✲
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✐rré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♠❜❛rq✉é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡st✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ très ❣r❛♥❞ ✭♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐♦♥s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t
♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs ❛♣rès é❧❛❣❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮✳ ▲❡ ❢❛✐t ❡st q✉✬✉♥ ✜❧tr❡ ♠✉❧t✐✲
♠♦❞❛❧ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡ k ✭❡st✐♠❛♥t ∇∆ai,pt ✮✳ ❖r✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r t❡♥té ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱
♥♦s rés✉❧t❛ts ♥❡ ♥♦✉s ♦♥t ♣❛s ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣ér❡r ✉♥ t❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s été
très ❧♦✐♥s ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣s ré❡❧✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛ss❡ ❛❧♦rs ♣❛r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥t✐èr❡✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✧r❡❧❛①❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✧ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡❧❛①❡r
✭r❡t✐r❡r✮ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥t✐èr❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞❡
✸✻❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ❚❘■P▲❊✲❉■❋❋➱❘❊◆❈❊ ❉❊❙▼❊❙❯❘❊❙ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❉●P❙✲❘❚❑
♣❤❛s❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s à ❞❡♥s✐tés ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ▲✬ét❛t XAt ❝♦♥t✐❡♥t ❛❧♦rs
❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ∇∆ai,pt ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ▼❛r❦♦✈✐❡♥ ❛✉❣♠❡♥té ❝♦♥t✐♥✉ s✉✐✈❛♥t ✿
X
A
t = f(X
A
t−1, ut, wt)
yt = h(t,X
A
t ) + vt
▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ XˆAt ❞✉ ✜❧tr❡
❡st ❛❧♦rs ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ r❡❧❛①é✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜✲
t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ ✜❧tr❡ à ❛♠❜✐❣✉ïtés
✢♦tt❛♥t❡s✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ à ❛♠❜✐❣✉ïtés ✢♦tt❛♥t❡s✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞é✜♥✐ ♣❛r XAt = [Xt, a
i1,p
t , . . . , a
iN−1,p
t ]
T ✱ ♦ù N ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✈✐s✐❜❧❡s ❡t ♥♦s ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡s yt = [∇∆ϕi1,pt ,∇∆ϕi2,pt . . .]✳ r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡st ❛ss✉ré❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ h(t,XAt )✳ ❈❡❝✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛tt❡♥❞r❡ s✉✣s❛♠❡♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ st❛t✐q✉❡✱ ❛✈❛♥t q✉❡
❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ h(t,XAt ) ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ à ❛♠❜✐❣✉ïtés ✢♦tt❛♥t❡ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ♣♦s❡ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣❛r❛✲
♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés ét❛♥t ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✭s❛♥s ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é❧é❣❛♥t❡ ♣♦✉r r❡t✐r❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ✻ ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ✧r❛♠❡♥❡r ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥✉❧ ✼✧✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ♣❧✉s
❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
t②♣❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ tr✐♣❧❡s✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✳
✸✳✸✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✭❡♥tr❡ ❞❡✉①
✐♥st❛♥ts ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢s✮ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞
❞✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ ✽✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ i
∇∆ϕi,pt = HDD,i,pt Xt +∇∆ai,pt +∇∆vi,pt ✭✸✳✹✮
❛✈❡❝ H i,pdd,t ♥♦tr❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ a
i ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡✱ pt
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❡t vit ♥♦tr❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡✳
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
yi,pt = ∇∆ϕi,pt −∇∆ϕi,pt−1 = HDD,i,pt Xt −HDD,i,pt−1 Xt−1 + v˜i,pt
✻✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ r❡♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
✉♥ ♣♦✐♥t ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ ♣♦❧❛✐r❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣♦❧❛✐r❡s ✐♥✈❡rsé❡s✳
✼✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ r❡♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳
✽✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ ét❛♥t ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ét❛♥t ✉♥❡
❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té✳
✸✳✸✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ ▼❊❙❯❘❊❙ ❉❊ P❍❆❙❊ ❚❘■P▲❊ ❉■❋❋➱❘❊◆❈❊ ❉●P❙ ✸✼
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t s✬❡①♣r✐♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡
Xt = FtXt−1 +Gtwt
♦ù✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé✱ Ft ❡t Gt s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ❥❛❝♦❜✐❡♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ é✈❛❧✉é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❝♦✉r❛♥t✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ Xt ❧✬ét❛t à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞és✐❣♥❡♥t
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ●P❙ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s ✭❊st✴◆♦r❞✴❍❛✉t✱ ❊st✴❖✉❡st✴❇❛s ✳ ✳ ✳ ✮✳ wt ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr✐♣❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s❛✉t ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭∇∆ai,pt =
∇∆ai,pt−1✮✱ ❡st ❛❧♦rs
yi,pt−1 = H
DD,i,p
t Xt +∇∆ai,pt +∇∆vi,pt −HDD,i,pt−1 Xt−1 −∇∆ai,pt−1 −∇∆vi,pt−1
= HDD,i,pt (FtXt−1 +Gtwt−1)−HDD,i,pt−1 Xt−1 +∇∆vi,pt −∇∆vi,pt−1
=
(
HDD,i,pt Ft −HDD,i,pt−1
)
Xt−1 +H
DD,i,p
t Gtwt−1 +∇∆vi,pt −∇∆vi,pt−1
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t à
yi,pt = H˜
i,p
t Xt + v˜
i,p
t
❛✈❡❝
H˜ i,pt =
(
HDD,i,pt+1 Ft −HDD,i,pt
)
v˜i,pt = H
DD,i,p
t Gtwt−1 +∇∆vi,pt −∇∆vi,pt−1
■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉✬❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❝♦rré✲
❧❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t v˜i,pt t❡❧ q✉❡
E
[
v˜i,pt
(
v˜i,pt
)T]
= 8σ2ϕE
[
v˜i,pt
(
v˜i,pt+τ
)T]
= 4σ2ϕ, ∀τ = ±1E
[
v˜i,pt
(
v˜i,pt+τ
)T]
= 0, ∀ |τ | > 1
❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs q✉❡ v˜i,pt ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❝♦rré❧é ❛✉ ❜r✉✐t ❞②♥❛♠✐q✉❡
wt✳
✸✳✸✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡
❈♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✷✵❪✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❝♦❧♦ré ❡st ❢❛✐t❡ ♦♣t✐♠❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳ ❖♥ ❛
X˜t = [Xt, zt, x
0,1
t , x
1,1
t , . . . , x
0,N−1
t , x
1,N−1
t ]
❛✈❡❝ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ tr✐♣❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ Pr♦❝é❞♦♥s à ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡
♥♦t❛t✐♦♥ ✭♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ v˜i,pt ♣❛r v˜
i,p
t−1✮✱ ♦♥ ❛
Xt = FtXt−1 +Gtzt−1
zt = wt
x0,it = ∇∆vi,pt , ∀i = 1 . . . N − 1
x1,it = x
0,i
t−1, ∀i = 1 . . . N − 1
✸✽❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ❚❘■P▲❊✲❉■❋❋➱❘❊◆❈❊ ❉❊❙▼❊❙❯❘❊❙ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❉●P❙✲❘❚❑
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ∀i = 1 . . . N − 1
yi,pt = H˜
i,p
t Xt − x1,it + v¯i,pt
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ v¯i,pt ✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❜❧❛♥❝✱ ♠❛✐s t♦✉❥♦✉rs ❝♦rré❧é
à wt
v¯i,pt = H
DD,i,p
t Gtwt +∇∆vi,pt
▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs
X˜t = FtX˜t−1 + G˜tw˜t
❛✈❡❝
w˜t = [wt,∇∆v1,pt , . . . ,∇∆vN,pt ]T
▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r
F˜t =

Ft Gt 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 L · · · 0
0
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳ 0
0 0 0 · · · L
 ✱ L =
[
0 0
1 0
]
G˜t =

0 0 0 0
I 0 0 0
0 B 0 0
0 0
✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 0 · · · B
 ✱ B =
[
1
0
]
❊t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡✈✐❡♥t
yt = H˜tX˜t + v¯t
❛✈❡❝
H˜t =

L1,pt 0 M 0 · · · 0
L2,pt 0 0 M · · · 0
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
LN−1,pt 0 0 0 · · · M

Li,pt =
[
HDD,i,pt Ft −HDD,i,pt−1
]
M =
[
0 −1 ]
❡t
yt =
 y
1,p
t
✳✳✳
yN−1,pt

✸✳✸✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ ▼❊❙❯❘❊❙ ❉❊ P❍❆❙❊ ❚❘■P▲❊ ❉■❋❋➱❘❊◆❈❊ ❉●P❙ ✸✾
v¯t =
 v¯
1,p
t
✳✳✳
v¯N−1,pt

▲✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❞②♥❛♠✐q✉❡ w˜t ❡st
E
[
w˜t (w˜t)
T
]
=

Q 0 · · · · · · 0
0 4 (σϕ)
2 2 (σϕ)
2 · · · 2 (σϕ)2
✳✳✳ 2 (σϕ)
2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 2 (σϕ)
2
0 2 (σϕ)
2 · · · 2 (σϕ)2 4 (σϕ)2

♦ù Q = E
[
wt (wt)
T
]
✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ σϕ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ♣❤❛s❡ ♥♦♥✲❞✐✛ér❡♥❝✐é❡✳
▲✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
E
[(
v¯i,pt
)2]
= E
[
HDD,i,pt Gtwt
(
HDD,i,pt Gtwt
)T]
+ E
[(
∇∆vi,pt
)2]
= HDD,i,pt GtQG
T
t
(
HDD,i,pt
)T
+ 4 (σϕ)
2
▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❞❡s ❜r✉✐s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ∀i 6= j ❡st
E
[
v¯i,pt v¯
j,p
t
]
= E
[
HDD,i,pt Gtwt
(
HDD,i,pt Gtwt
)T]
+ E
[
∇∆vi,pt ∇∆vj,pt
]
= HDD,i,pt GtQG
T
t
(
HDD,i,pt
)T
+ 2 (σϕ)
2
▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜r✉✐ts ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
E
[
w˜t
(
v¯i,pt
)T]
=

QGTt
(
HDD,i,pt
)T
2 (σϕ)
2
✳✳✳
2 (σϕ)
2
4 (σϕ)
2
2 (σϕ)
2
✳✳✳
2 (σϕ)
2

♦ù ❧❡ t❡r♠❡ 4 (σϕ)
2 ❡st ♣rés❡♥t à ❧❛ ✭i+ 1e`me✮ ❧✐❣♥❡✳
◆♦t♦♥s
R˜t = E
[
v¯tv¯
T
t
]
S˜t = E
[
w˜t (v¯t)
T
]
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Q˜ = E
[
w˜t (w˜t)
T
]
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s R˜t ❡t S˜t✳
S˜t =

QGTt
(
HDD,1,pt
)T
· · · · · · · · · QGTt
(
HDD,N−1,pt
)T
4 (σϕ)
2 2 (σϕ)
2 · · · 2 (σϕ)2 2 (σϕ)2
2 (σϕ)
2 4 (σϕ)
2 · · · · · · 2 (σϕ)2
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳ · · · ✳✳✳
2 (σϕ)
2 ✳✳✳
✳✳✳ 4 (σϕ)
2 2 (σϕ)
2
2 (σϕ)
2 2 (σϕ)
2 · · · 2 (σϕ)2 4 (σϕ)2

◆♦t♦♥s
E
[(
v¯i,pt
)2]
= Di,pt
E
[
v¯i,pt v¯
j,p
t
]
= Ki,j,pt ∀i 6= j
❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ R˜t ✿
R˜t =

D1,pt K
1,2,p
t · · · K1,N,pt
K2,1,pt
✳ ✳ ✳ · · · ✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳ KN−1,N,pt
KN,1,pt · · · KN,N−1,pt DN,pt

✸✳✹ ❋✐❧tr❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝r✐t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
X˜t = F˜tX˜t−1 + G˜tw˜t
yt = H˜tX˜t + v¯t
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ✿
✕ Pré❞✐❝t✐♦♥✳
̂˜
Xt|t−1 = F˜ t̂X˜t−1
Pt|t−1 = F˜tPt−1|t−1F˜
T
t + G˜tQ˜G˜
T
t
✕ ❈♦rr❡❝t✐♦♥✳
✸✳✺✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ✹✶
̂˜
Xt|t =
̂˜
Xt|t−1 +Kt
(
y˜t − H˜t ̂˜Xt|t−1)
Σt =
(
H˜tPt|t−1H˜
T
t + H˜tG˜tS˜t + S˜
T
t G˜
T
t H˜
T
t + R˜t
)
Kt =
(
Pt|t−1H˜
T
t + G˜tS˜t
)
(Σt)
−1
Pt|t = Pt|t−1 −Kt
(
H˜tPt|t−1 + S˜
T
t G˜
T
t
)
✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥té❣ré ❝❡ ✜❧tr❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡♠❜❛rq✉é✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ à été ♣♦rté ♣❛r ✉♥ ❡♥❣✐♥ ❛❣r✐❝♦❧❡ ♣❡♥❞❛♥t s❛ ♣❤❛s❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✭✉♥ t❡rr❛✐♥ ❛❣r✐❝♦❧❡
♣rès ❞❡ P❛r✐s✱ ❡♥ ❋r❛♥❝❡✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❞✉ t②♣❡ ✈✐t❡ss❡ ❜r♦✇♥✐❡♥♥❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✜❧tr❡✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ✭❡♥ r♦✉❣❡✮
✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✜①é à ✸✲σ✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣✮✱ ❡st ✐ss✉ ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s✐♦♥s q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ●P❙ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r
✉♥ s②stè♠❡ ❘❚❑ ✭❡♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✮✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❝❝é❞♦♥s à ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
s✉❜✲♠étr✐q✉❡ ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ ✺✵✵ s❡❝♦♥❞❡s✱ ❡t ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡ ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ ✶✵✵✵
s❡❝♦♥❞❡s✳
❆♣rès ❧❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ❛❣r✐❝♦❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✮✱ ♥♦tr❡ ✜❧tr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛❣r✐❝♦❧❡ q✉✐ à ❞✉ré ✷✺✵✵ s❡❝♦♥❞❡s✱ s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥
✸✵ ♠✐♥✉t❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ r❡st❡ ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t
♣r✐s ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❝❛s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ tr❛❥❡ts ♠✉❧t✐♣❧❡s
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✉r✈❡♥✐r ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛r❜r❡s✳
◆♦s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❛❣r✐❝♦❧❡ ❞✬❛✉t♦✲
❣✉✐❞❛❣❡✳
✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉✱ ♣✉✐s ✐♥té❣ré ❞❛♥s ✉♥ ♥❛✈✐❣❛t❡✉r ❛❣r✐❝♦❧❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡♠❜❛rq✉é ❞❡
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❜❛s✲❝♦ût ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡ ❜❛sé s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ●P❙ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✳
❙❛♥s ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✈é❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s très
✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ❛❜♦r❞s ❞❡s ❝❤❛♠♣s✱ ❧à ♦✉ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✈é❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡
♣❤❛s❡✱ ❛✉ss✐✲❜✐❡♥ ❡♥ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡ q✉✬❡♥ ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡ ●P❙ s❡r❛✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✷✵❪✱ ❡t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❬✷✶❪✱ ❡♥
♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❧❡✈é❡ ❞✬❛♠❜✐✲
❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡✳
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East (Reference)
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ ▲❡ r❛②♦♥ ❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❡st ✜①é
✐❝✐ à ✸✲σ✳
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Error East
+3 sigma
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ▲❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ✜❧tr❡ ❞❡ tr✐♣❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡✳ ▲❡ r❛②♦♥ ❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥
❡st ✜①é à ✸✲σ✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❯♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❡♥❣✐♥ ❛❣r✐❝♦❧❡✳
✹✹❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ❚❘■P▲❊✲❉■❋❋➱❘❊◆❈❊ ❉❊❙▼❊❙❯❘❊❙ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❉●P❙✲❘❚❑
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡✈❡r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡
♣❤❛s❡ ❡♥t✐èr❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r✐sq✉❡s ❡t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥♥♦✈❛♥t❡ ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✐t ❞❡ ✧❧❡✈❡r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✧ ✶ ❞❡ ♣❤❛s❡❬✽✺❪✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥
♦♥t été ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❊◆❈ ✷✱ ♦r❣❛♥✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❘■◆ ✸✱ ❞✉r❛♥t
❧✬❛✉t♦♠♥❡ ✷✵✶✶❬✽✺❪✳
✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s
❖♥ ♥❡ ❝♦♠♣t❡ ♣❛s ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✬✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ●P❙ ❘❚❑ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ❉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s
❞❡ tr❛✈❛✉①✱ ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ✷✵ ❛♥s✱ ♦♥t tr❛✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✈❡r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡♥t✐èr❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
ét✉❞✐és ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs ❜✐✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ré❝❡♣t❡✉rs
♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡✳
▲❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❘❚❑ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✐♥é❣❛❧é❡✱ ❞❡
❧✬♦r❞r❡✱ ❛✉ ♣✐r❡✱ ❞✉ ❝❡♥t✐♠ètr❡✱ ❛✉ ♠✐❡✉①✱ ❞✉ ♠✐❧❧✐♠ètr❡✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦ssè❞❡
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❡①♣❡rts ❞❡s ♣❧✉s r❡❝♦♥♥✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ●✳ ▲❛❝❤❛♣❡❧❧❡✱ P ❚❡✉♥✐ss❡♥✱ P✳ ❉❡ ❏♦♥❣❡✱
❈✳ ❚✐❜❡r♥✐✉s✱ ❉✳ ❑✐♠✱ ❉✳ ▲❛✉r✐❝❤❡ss❡✱ ❡t✱ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❆✳ ▲❛♥♥❡s✱ ❈✳ ▼❛❝❛❜✐❛✉ ❡t ▼✳ ❙❛❤♠♦✉❞✐
♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✳
✹✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ▲❆▼❇❉❆
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❡✈❡r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡♥t✐èr❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ✧▲❆▼❇❉❆ ✹✧❬✽❪✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés
❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡
❞é✜♥✐❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❡①tr❡♠❛ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥t✐èr❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✳
✶✳ ❆♠❜✐❣✉✐t② r❡s♦❧✉t✐♦♥
✷✳ ❊◆❈ ✿ ❊✉r♦♣❡❛♥ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✶✱ ▲♦♥❞r❡s✱ ❯❑
✸✳ ❘■◆ ✿ ❘♦②❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥
✹✳ ▲❆▼❇❉❆ ✿ ▲❡❛st✲❙q✉❛r❡s ❆▼❇✐❣✉✐t② ❉❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❆❞❥✉st♠❡♥t✳
✹✺
✹✻❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❊❱❊❘ ❉✬❆▼❇■●❯Ï❚➱ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆❚■➮❘❊
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡✉① ❛♠❜✐❣✉ïtés ❡♥t✐èr❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
s✉r ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛✐♥s✐✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡s ❡①tr❡♠❛ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I1 = [−10, 10] ❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st I2 = [−8, 8]✳
➚ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛✐t ❡①♣❧♦r❡r N = 17× 21 = 357 ❤②♣♦t❤ès❡s ❡♥t✐èr❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ✭❞❛♥s I1✮✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ✭❞❛♥s I2✮✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t ❛❧♦rs
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①♣❧♦r❡r t♦✉t I2 ❛♣rès ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤♦✐① ❞❛♥s I1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤♦✐①✱ ❡t ❡st ❜♦r♥é s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣❛r
I2✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st ♥♦♠♠é ✧❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✧✱ ❡t ❡st ❜❛sé
s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❆▼❇❉❆ ♥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❛s ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡t
♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈♦✐❡✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✐♥t❡r✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡st ❢❛✐❜❧❡
✭♣❧✉s ❧❡s ❝❤♦✐① s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✮✱ ♣❧✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡①♣❧♦ré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❡①♣❧♦r❡ ❧❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡①trê♠❡s ✭I1 ❡t I2✮✱ ♥❡ s❡ ❢♦♥t ♣❛s ✧♣♦✉r r✐❡♥✧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❡sts s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡t
❞♦♥❝ ❧❡s ❡①tr❡♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ③♦♥❡ à ❡①♣❧♦r❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
❧❡s ❝❤♦✐① ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s♦♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t r❛r❡s✳ P✐r❡
q✉❡ ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❝❡❧❛ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ ❡st✱ ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ♥✉❧❧❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❆▼❇❉❆ ♣r♦❝è❞❡ ❛❧♦rs à ✉♥❡ r❡✲♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱
❧❡s ✐♥t❡r✲❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ❡t✱ ❛✐♥s✐✱ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s
t❡sté❡s ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t✳ P❛r ✈♦✐❡ ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛❝❝é❧èr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❡✈❡r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✉ ●P❙ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✉❧t✐♠❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
▲❆▼❇❉❆ ❡st r❡❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r s♦✉✛r✐r ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ✿
❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❩✲tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ▲❆▼❇❉❆ ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡ s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧❡✱
❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥✬❡①♣❧♦r❡r q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s s♦♥t
❞é❞✉✐t❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥♦✉s ❛rr✐✈❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r✱ ❞❛♥s ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ ré❡❧❧❡✳ ❈❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❡
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❡✈❡r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡♥t✐èr❡ r❡♣♦✲
s❛♥t s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▲❡s ❡✛❡ts s❡ ❢♦♥t r❡ss❡♥t✐r ❞❛♥s ❧❛ ❧❡✈é❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡♥
♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▲❆▼❇❉❆✳
❊①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿ ❉❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❆▼❇❉❆✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ t❡st ❞✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ✐♥t❡r✲❛♠❜✐❣✉ïtés ✭❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝r♦✐sé❡s✮✳ ❖♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❛♥s ❧✬❡①♣♦s❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✮✱ ❞❛♥s
❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❆▼❇❉❆ ♣r♦❝è❞❡ ❞✬❛❜♦r❞ à ❧❛ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❜✐✲
❣✉ïté✳ ■❧s ♦♥t ❛❧♦rs ♣✉ ❧é❣✐t✐♠❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡s ✐♥t❡r✲r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♥✉❧❧❡s✳ ❈❡❝✐
❡st ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡✲❡rr❡✉r ✿ ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r❝❡✲q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❝❡rt❛✐♥s ♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r✲r❡❧❛t✐♦♥s✮✱ ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ✐❣♥♦r❡r ❧❡s ✐♥t❡r✲r❡❧❛t✐♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✻✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
✺✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬ét❛✐t ♣❛s à ✈❛❧❡✉r ❡♥t✐èr❡✱ ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
❡①❛❝t❡♠❡♥t ✬3✬ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳
✻✳ ■❣♥♦r❡r ❧❡s ✐♥t❡r✲r❡❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ●❛✉ss✐❡♥ r❡✈✐❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❝❛s✱ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✹✳✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊ P❘❖P❖❙➱❊ ✹✼
❛❜♦r❞❡r ❝❡ ♣♦✐♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡t ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥♥♦✈❛♥t❡✳
❊♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
▲❆▼❇❉❆✱ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡r ♥♦tr❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡ s✉r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧✬❡①tr❡♠✉♠ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✜❣✉r❡ ♦♥ ré❞✉✐t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t✮✱ s✉r ❧✬❛①❡ ❤♦✲
r✐③♦♥t❛❧✱ ❡t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✜❣✉r❡ ♦♥ ré✐tèr❡ s✉r ❧✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡s ❡❧❧✐♣s❡s r❡st❡♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s ✭❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❝❛r✱ s✐ ❧✬♦♥ ♦♠❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛❜s♦❧✉❡✱
❡❧❧❡✱ ♥❡ s❡ ré❞✉✐t ♣❛s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❡♥t✐èr❡s ✈❛❧✐❞❡s ✭❝✬❡st
à ❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡❧❧✐♣s❡s✮ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ♦✉ ♣❡✉✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r✲❝♦rré❧❛t✐♦♥s ✭❡t ❞♦♥❝
❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❡❧❧✐♣s❡s✮✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✲ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥t✐èr❡s ✲ à t❡st❡r ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✮
❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r✲❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✱ ❞✬♦ù ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▲❆▼❇❉❆✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ▲❆▼❇❉❆ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♠❛❣❡ ✿ ✧t❤❡ ❧❛♠❜❞❛
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❢❛st ●P❙ s✉r✈❡②✐♥❣✧✱ ❚❡✉♥✐ss❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❬✽✻❪✳
✹✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡
◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥ t❡♥❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s s❡r❛ r❡str❡✐♥t ❣râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s tr✐♣❧❡✲
❞✐✛ér❡♥❝❡s ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡
❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ à ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ✿ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❤ér✐té ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥✮✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❡✛❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬❛r❜r❡
❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ✜①❡♥t ❛
❞❛♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛rré ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❛♥s ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡
❡❧❧✐♣s❡ ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡✳ ❈❡t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ré❛❧✐sé à ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ✭s♦✉✈❡♥t
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✻ à ✶✵ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✮✳
✹✽❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❊❱❊❘ ❉✬❆▼❇■●❯Ï❚➱ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆❚■➮❘❊
♣r✐♦r✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s t❡sté❡s ♣♦✉r ♥✬❡♥ r❡t❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s t❡sté❡s ♥✬❡st ♣❛s ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐ ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
r✐sq✉❡ q✉✬♦♥ ❡st ♣rêt à ❛❝❝❡♣t❡r✳
✕ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭♣r♦❝é❞✉r❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✮✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❥❡✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭♠ê♠❡
❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✮✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥✲❧✐❣♥❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
t❡st st❛t✐st✐q✉❡ ✭t❡st séq✉❡♥t✐❡❧ ❜✐♥♦♠✐❛❧✮✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ét❡♥❞r♦♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✲tr❛❥❡t✱ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉
t❡st
✕ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠❡♥és ❞✉r❛♥t ❧✬été ✷✵✶✶✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❜✐❧❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦✉✈❡rt✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ●P❙
❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ▼❛r❦♦✈✐❡♥ s✉✐✈❛♥t
Xt = f(Xt−1, ut, wt)
yt = h(Xt) + vt
♦ù yt ❞és✐❣♥❡ ❞✬❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝♦❞❡✱ ♦❞♦✲
♠ètr❡✱✳✳✳✮✳
❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r s♦♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t ♣❡✉ s✬é❝r✐r❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✮✳
∇∆ϕi,pt = HDD,i,pt Xt +∇∆ai,pt +∇∆vi,pt ✭✹✳✶✮
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ϕt = HtXt + a+ vt
♦ù ϕt ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s❛t❡❧❧✐t❡s ✈✐s✐❜❧❡s ♠♦✐♥s ❧✬✉♥✐té✱ a ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥t✐❡rs r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❡t vt ❧❡ ❜r✉✐t
❜❧❛♥❝ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s s✉♣ér✐❡✉r à tr♦✐s✱ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ht r❡st❡ é❣❛❧ à tr♦✐s✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥❞✉✐r❡ ❞❡ ❢♦rt❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡
❛♠❜✐❣✉ïtés✳
✹✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡
❆✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✈♦✐r ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t
Xt ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❜✐❧❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s tr✐♣❧❡s✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ❖♥
❞✐s♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
p (Xt) = Γ
(
Xt − Xˆt, Pt
)
♦ù Γ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝❡♥tré❡
Γ (x, P ) =
1√
(2π)n |P | exp
(
−1
2
xTP−1x
)
✹✳✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊ P❘❖P❖❙➱❊ ✹✾
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ♥♦tr❡ ❥❡✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡
st❛t✐st✐q✉❡✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐❡r ❧✬ét❛t ❞✉ ♠♦❜✐❧❡
❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛♠❜✐❣✉ïté ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✮ ✿
aDD = ϕDDt −HtXt − vt
▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✳
❉♦♥❝✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ϕDDt ✱ ❡t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r Xt✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r aDD✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✬✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté
p(aDD|ϕDDt ) = Γ(aDD − ϕDDt +HtXˆt, HtPtHTt +R)
♦ù
R = E[vtv
T
t ]
➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés ✭p(aDD|ϕDDt )✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❝♦♥str✉✐r❡ ♥♦s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r ❛✉ ❥❡✉
❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s
✐♥❝❧✉r❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❥❡✉ ✜♥❛❧✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r q✉❡❧q✉❡s t❡r♠❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✧❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✧✱ ♥♦té❡ H0✱ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦st✉❧❛♥t ✉♥❡ é❣❛❧✐té
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs t❡sté❡ ❝♦♥tr❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐
♣♦st✉❧❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✧r✐sq✉❡✧ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ♥♦tr❡ t❡st ♥♦✉s r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡
ré♣♦♥s❡ s✉r H0✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♥♦tr❡ ❥❡✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✳ ❙✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ♥♦tr❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡t s✉r ❧❛ ♠❡✲
s✉r❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❝♦♥t✐♥✉ ✭❣❛✉ss✐❡♥✮ s✉r ♥♦tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ◆♦t♦♥s p(aDD|ϕDDt )
♥♦tr❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡t P(aDD = k|ϕDDt ), ∀k ∈
Z ♥♦tr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ r❡str❡✐♥t❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥té❣r❡r ❧❛ ✧❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥t✐èr❡✧✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✬é❝r✐t
P
(
aDD = k|φDDt = ϕDDt
)
= lim
dϕ→0
P
(
aDD = k, φDDt ∈
[
ϕDDt , ϕ
DD
t + dϕ
[)
P
(
φDDt ∈
[
ϕDDt , ϕ
DD
t + dϕ
[)
❈♦♠♠❡ ϕDDt = HtXt + a
DD + vt✱ φDDt ∈
[
ϕDDt , ϕ
DD
t + dϕ
[
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
ϕDDt < HtXt + k + vt < ϕ
DD
t + dϕ
❈♦♠♠❡ xt ❡t vt s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ zt = HtXt + vt ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
pZt (zt) = Γ
(
zt −HtXˆt, HtPtHTt +R
)
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❖♥ ❛ ❛❧♦rs
P
(
aDD = k, φDDt ∈
[
ϕDDt , ϕ
DD
t + dϕ
[)
= pZt
(
ϕDDt − k
)
dϕ
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ P
(
φDDt ∈
[
ϕDDt , ϕ
DD
t + dϕ
[)
♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ s✉r aDD ❞❡ ❧❛
❞❡♥s✐té ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
P
(
aDD = k, φDDt ∈
[
ϕDDt , ϕ
DD
t + dϕ
[)
❉✬♦ù
P
(
φDDt ∈
[
ϕDDt , ϕ
DD
t + dϕ
[)
=
∑
k∈Z
P
(
aDD = k, φDDt ∈
[
ϕDDt , ϕ
DD
t + dϕ
[)
=
∑
k∈Z
pZt
(
ϕDDt − k
)
dϕ
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
P
(
aDD = k|ϕDDt
)
=
pZt
(
ϕDDt − k
)∑
k∈Z pZt
(
ϕDDt − k
)
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ P
(
aDD = k|ϕDDt
)
s✬ét❡♥❞ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−∞; +∞]. ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥❛❧✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ H0 ❞és✐❣♥❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦tr❡ ❥❡✉ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ✜♥❛❧ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❧❡
❜♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥t✐❡rs✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ E✱ q✉✐ ❛✛❡❝t❡r❛ ♥♦tr❡ r✐sq✉❡
α✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❡ r✐sq✉❡
q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s
③♦♥❡s ♦ù ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s P (a = k)
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡♥t✐èr❡ P
(
aDD = k|ϕDDt
)
❡t p (a) ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté
❝♦♥t✐♥✉❡ p(aDD|ϕDDt )✳ ❙♦✐t
E = {a|p (a) ∈ max p (a)}
t❡❧ q✉❡ ∫
E
p (a) da = 1− α
▲✬♦♣ér❛t❡✉r max ❞és✐❣♥❡ ✐❝✐ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ p (a)✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
♠✐♥✐♠❛❧ r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r✐sq✉❡ α✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E s❡ ré❞✉✐t
à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ❝❡♥tré s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ a¯ ✭❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✮ ✿
I = [a¯− r; a¯+ r]
♦ù r ❡st t❡❧ q✉❡
❡r❢
( r
σ
)
− ❡r❢(− r
σ
) = 1− α ✭✹✳✷✮
❡t ♦ù σ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t p(a)✳ ❡r❢ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡rr❡✉r✳
✹✳✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊ P❘❖P❖❙➱❊ ✺✶
Non-Gaussian Gaussian
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t ♠❛①✐♠❛❧❡s✳
❙✐ ♦♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs t❡❧
q✉❡
L = {k|P (a = k) ∈ maxP (a = k)}
❞é✜♥✐ t❡❧ q✉❡ ∑
k∈L
P (a = k) > 1− α
♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α é✈❛❧✉❛♥t ❧❡ r✐sq✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❣❛r❛♥t✐r ❧✬é❣❛❧✐té str✐❝t❡✱
α ét❛♥t ✉♥ ré❡❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ét❛♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ I ∩ Z ⊂ L✱ ✐❧ s✉✣t✱ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡
r✐sq✉❡ α✱ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s I✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I✱ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ♥♦tr❡ r✐sq✉❡✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♠❜✐❣✉ïté✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I1✱ ❧❡
r✐sq✉❡ α1 ét❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❡s✉r❡
s✬é❝r✐t
a1 = ϕ
1
t −H1tXt − v1t
❡t q✉❡ q✉❡ Xt ❡t v1t ét❛♥t ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r a1 ∈ R✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡
p
(
a1|ϕ1t
)
= Γ
(
ϕ1t − a1 −H1t Xˆt, H1t Pt
(
H1t
)T
+R1
)
❡t ♣♦✉r a1 ∈ Z✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡
P
(
a1 = k1|ϕ1t
)
=
Γ
(
ϕ1t − k1 −H1t Xˆt, H1t Pt
(
H1t
)T
+R1
)
∑
k1∈Z
Γ
(
ϕ1t − k1 −H1t Xˆt, H1t Pt
(
H1t
)T
+R1
)
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥t✐èr❡ s✉r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té r❡✈✐❡♥t à é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r
❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ♣✉✐s à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❡r✳
❛✈❡❝ R1 = 4 (σϕ)
2✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I1 ❡st ❞♦♥❝ ❝❡♥tré s✉r ϕ1t − H1t Xˆt✱ s❛ ❧❛r❣❡✉r ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✹✳✷ ❛✈❡❝
σ1 =
√
H1t Pt
(
H1t
)T
+R1
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡♥t✐❡rs L1 ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s I1✱ ♥♦tr❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❡♥t✐❡rs
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté a1✳
◆♦tr❡ ❛r❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t N1 = #L1 ❢❡✉✐❧❧❡s✱ ❧❡s N1 ✈❛❧❡✉rs ❞✬❛♠✲
❜✐❣✉ïtés ❡♥t✐èr❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s I1✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ α1 ❡st ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡
❜♦♥ ❡♥t✐❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛r❜r❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥t✐èr❡ k1 ∈ L1✱ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
ét❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠❡s✉r❡✳
◆♦t♦♥s
z1t = H
1
tXt + v
1
t
z2t = H
2
tXt + v
2
t
❙♦✐t
zt =
[
z1t
z2t
]
, Ht =
[
H1t
H2t
]
, vt =
[
v1t
v2t
]
, a =
[
a1
a2
]
, ϕt =
[
ϕ1t
ϕ2t
]
Xt ❡t vit ét❛♥t ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ a1 = ϕ
1
t − z1t ❡t a2 = ϕ2t − z2t ❡st
❛❧♦rs
p
(
a1, a2|ϕ1t , ϕ2t
)
= Γ
(
ϕt − a−HtXˆt, HtPtHTt +R2
)
❛✈❡❝
R2 =
[
4 (σϕ)
2 2 (σϕ)
2
2 (σϕ)
2 4 (σϕ)
2
]
✹✳✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊ P❘❖P❖❙➱❊ ✺✸
◆♦t♦♥s M2 = HtPtHTt + R2 ✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ a2 ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à a1 ❡st
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❙❝❤✉r ♣❛r
a¯2 (k1) = E [a2|a1 = k1]
= E [a2] + [M2]
1
2
(
[M2]
2
2
)−1
(k1 − E [a2])
= H2t Xˆt + [M2]
1
2
(
[M2]
2
2
)−1 (
k1 −H1t Xˆt
)
(σ2)
2 = E
[
(a2 − a¯2)2 |a1 = k1
]
= [M2]
2
2 − [M2]12
(
[M2]
2
2
)−1
[M2]
1
2
♦ù [M2]
j
i ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ M2 ❞❡ ❧✐❣♥❡ i ❡t ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡ j✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ a2
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à a1 = k1 ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ a2 ❛♣rès q✉❡ a1 ❛✐t été ✜①é✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ✿
P
(
a2 = k2|a1 = k1, ϕ2t
)
=
Γ
(
ϕ2t − a¯2 (k1) , (σ2)2
)
∑
k2∈Z
Γ
(
ϕ2t − a¯2 (k1) , (σ2)2
)
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡ k1 ∈ L1✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I2 ❝❡♥tré s✉r a¯2 (k1) ❞❡ ❧❛r❣❡✉r
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✹✳✷ ❛✈❡❝ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ σ2 ❡t ❧❡ r✐sq✉❡ α2✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❡♥t✐❡rs ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❝❡t
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ k2 ∈ L2✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳
❆ ❧✬ét❛♣❡ n✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
p
(
a1, . . . , an|ϕ1t , . . . , ϕnt
)
= Γ
(
ϕt − a−HtXˆt, HtPtHTt +Rn
)
❛✈❡❝
Ht =
 H
1
t
✳✳✳
Hnt
 , a =
 a1✳✳✳
an
 , ϕt =
 ϕ
1
t
✳✳✳
ϕnt

Rn =

4 (σϕ)
2 2 (σϕ)
2 · · · 2 (σϕ)2
2 (σϕ)
2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 2 (σϕ)
2
2 (σϕ)
2 · · · 2 (σϕ)2 4 (σϕ)2

◆♦t♦♥sMn = HtPtHTt +Rn ✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ an ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à a1, . . . , an−1
✺✹❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❊❱❊❘ ❉✬❆▼❇■●❯Ï❚➱ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆❚■➮❘❊
❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r
a¯n (k1, . . . , kn−1) = E [an|a1 = k1, . . . , an−1 = kn−1]
= E [an] + [Mn]
1:n−1
n ([Mn]
n
n)
−1
 k1 − E [a1]✳✳✳
kn−1 − E [an−1]

= Hnt Xˆt + [Mn]
1:n−1
n ([Mn]
n
n)
−1
 k1 −H
1
t Xˆt
✳✳✳
kn−1 −Hn−1t Xˆt

(σn)
2 = E
[
(an − a¯n)2 |a1 = k1, . . . , an−1 = kn−1
]
= [Mn]
n
n − [Mn]1:n−1n ([Mn]nn)−1 [Mn]1:n−1n
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
P (an = kn|a1 = k1, . . . , an−1 = kn−1, ϕnt ) =
Γ
(
ϕnt − a¯n (k1, . . . , kn−1) , (σn)2
)
∑
kn∈Z
Γ
(
ϕnt − a¯n (k1, . . . , kn−1) , (σn)2
)
❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ In ❝❡♥tré s✉r a¯n (k1, . . . , kn−1) ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✹✳✷ ❛✈❡❝
❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ σn ❡t ❧❡ r✐sq✉❡ αn ❡t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ln ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳
▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❛✐♥s✐ ❡①♣❧♦ré❡s s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉✐✈❛♥t ✿
P
(
a1 = k1, . . . , an = kn|ϕ1t , . . . , ϕnt
)
= P (an = kn|a1 = k1, . . . , an−1 = kn−1, ϕnt )
×P (a1 = k1, . . . , an−1 = kn−1|ϕ1t , . . . , ϕn−1t )
= P (an = kn|a1 = k1, . . . , an−1 = kn−1, ϕnt )
×P (an−1 = kn−1|a1 = k1, . . . , an−2 = kn−2, , ϕn−1t )
. . .
×P (a2 = k2|a1 = k1, ϕ2t )× P (a1 = k1|ϕ1t )
❆ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ i✱ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ Li s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r∑
ki∈Li
P
(
ai = ki|a1 = k1, . . . , ai−1 = ki−1, ϕit
)
> 1− αi
❆ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ Ln✱ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés ❡♥t✐èr❡s
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s r✐sq✉❡s αi, i ≤ n ❛❝❝♦r❞és ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① s✉♣ér✐❡✉rs ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r Ln✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥✐♦♥s ❧❡ r✐sq✉❡ ✿
P (H0) =
∑
k1∈1
. . .
∑
kn∈Ln
P
(
a1 = k1, . . . , an = kn|ϕ1t , . . . , ϕnt
)
> (1− α1) . . . (1− αn)
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ✿
✹✳✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊ P❘❖P❖❙➱❊ ✺✺
✕ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés t❡❧❧❡ q✉❡
♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❆▼❇❉❆✳ ▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛♠❜✐❣✉ïtés ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❛♥s ♥é❝❡ss✐t❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✧❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥t✐❡r✧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❆▼❇❉❆
✕ ❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥ r✐sq✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❣❧♦❜❛❧ q✉❡ ❧❡ ✈r❛✐ ❥❡✉ ❞✬❛♠✲
❜✐❣✉ïté ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳
✹✳✸✳✷ ❊❧❛❣❛❣❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s
❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s à t❡st❡r ❛✜♥ ❞❡
❣❛r❛♥t✐r ♥♦tr❡ r✐sq✉❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉✐ ❡st r❡❧✐é à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
❛s❝❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞é✜♥✐ ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡♥t✐èr❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥❝❡r♥é✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣r♦❝é❞❡r à ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ✧❡♥✲❧✐❣♥❡✧ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿
✕ ❋✐❧tr❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t
❞✬✐♥térêt Xt ✭❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✮ ❡t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté a ✭p (Xt, a = k|ϕ0:t)✮✳ k ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝✲
t❡✉r ❞✬❡♥t✐❡rs ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ s✐ ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❡st
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✿
p (Xt, a = k|ϕ0:t) = ρkt Γ
(
Xt − Xˆkt|t, Pt|t
)
♦ù ρkt ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ a = k ✭ρ
k
t = P (a = k|ϕ0:t)✮✱ ❛❧♦rs✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s♦♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥
✕ Pré❞✐❝t✐♦♥
Xˆkt|t−1 = FXˆ
k
t−1|t−1
Pt|t−1 = FPt−1|t−1F
T +Q
✕ ❈♦rr❡❝t✐♦♥
Xˆkt|t = Xˆ
k
t|t−1 +Kt
(
ϕt −HtXˆkt|t−1 − k
)
Σt = HtPt|t−1H
T
t +R
Kt = Pt|t−1H
T
t (Σt)
−1
Pt|t = Pt|t−1 −KtHtPt|t−1
✕ P♦♥❞ér❛t✐♦♥
ρkt =
ρkt−1Γ
(
ϕt −HtXˆkt|t−1 − k,Σt
)
∑
k ρ
k
t−1Γ
(
ϕt −HtXˆkt|t−1 − k,Σt
)
❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❣❛✐♥s ❞❡s ✜❧tr❡s ❞❡ ❑❛❧♠❛♥
❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❡st✐♠é❡✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱
❧❡s ♣♦✐❞s ρkt é✈♦❧✉❡♥t ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ t❡♥❞s ✈❡rs ❧✬✉♥✐té✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s
❛✉tr❡s ♣♦✐❞s t❡♥❞❡♥t t♦✉s ✈❡rs ③ér♦✳ ▲✬é❧❛❣❛❣❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ τ ✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ♥♦tr❡ r✐sq✉❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳
✺✻❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❊❱❊❘ ❉✬❆▼❇■●❯Ï❚➱ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆❚■➮❘❊
✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❢❡✉✐❧❧❡ k ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ Xˆk
t|t✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞é❧✐✈ré❡ ❡♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ❛✉① tr✐♣❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s XˆTD
t|t .❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛❧♦rs à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
ρkt =
ρkt−1Γ
(
ϕt −HtXˆTDt|t − k,Σt
)
∑
k ρ
k
t−1Γ
(
ϕt −HtXˆTDt|t − k,Σt
)
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ✈❛ ❝♦♥s✐st❡r à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ♣♦✐❞s✳
❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r à tr✐♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛②❛♥t été ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ϕt✳
✕ ❊st✐♠❛t❡✉r à ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡
à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡
❧❡ r❛♥❣ ❞❡ Ht ❡st ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ à tr♦✐s✱ ❡t é❣❛❧❡ à tr♦✐s s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✈✐s✐❜❧❡s ❡st
s✉♣ér✐❡✉r à q✉❛tr❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥✈❡rs❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ét❛t ❡t
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
ϕt = HtXt + k + vt
❡♥
Xt (k) =
(
HTt Ht
)−1
HTt (ϕt − k − vt)
=
(
HTt Ht
)−1
HTt (ϕt − k)−
(
HTt Ht
)−1
HTt vt
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ Xt (k) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
XˆMVt (k) =
(
HTt Ht
)−1
HTt (ϕt − k)
❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
Σt =
(
HTt Ht
)−1
HTt RHt
(
HTt Ht
)−1
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ k✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t
ρkt =
ρkt−1Γ
(
ϕt − k −HtXˆMVt (k) ,Σt
)
∑
k ρ
k
t−1Γ
(
ϕt − k −HtXˆMVt (k) ,Σt
)
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ✈❛ ❝♦♥s✐st❡r à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ♣♦✐❞s✳
✕ ❚❡st ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ rés✐❞✉s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ rés✐❞✉ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ XˆMVt ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
à ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss✉s
ϕ˜1t (k1) = ϕ
1
t −H1t XˆMVt (k)− k1
. . .
ϕ˜nt (kn) = ϕ
n
t −Hnt XˆMVt (k)− kn
✹✳✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊ P❘❖P❖❙➱❊ ✺✼
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ k✱ ❝❡s rés✐❞✉s s✬é❝r✐✈❡♥t
ϕ˜t (k) = ϕt − k −HtXˆMVt (k)
= ϕt − k −Ht
(
HTt Ht
)−1
HTt (ϕt − k)
=
(
I −Ht
(
HTt Ht
)−1
HTt
)
(ϕt − k)
◆♦t♦♥s
St =
(
I −Ht
(
HTt Ht
)−1
HTt
)
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛❧♦rs q✉❡
StHt =
(
I −Ht
(
HTt Ht
)−1
HTt
)
Ht
= 0
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ a = k∗✱ ϕt − k∗ = HtXt + vt✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
ϕ˜t (k
∗) = St (HtXt + vt)
= Stvt
s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ é❣❛❧❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t
❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
Σt = E
[
(ϕ˜t (k
∗)) ϕ˜t (k
∗)T
]
= StR (St)
T
P♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r k 6= k∗✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ ∆k = k − k∗✱ ♦♥ ❛
ϕ˜t (k) = St (HtXt +∆k + vt)
= St (∆k + vt)
ϕ˜t (k) ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
E [ϕ˜t (k)] = St∆k
❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ Σt✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐❧
s✬é❝r✐t
E
[
(ϕ˜t (k)) ϕ˜t (k)
T
]
= Σt + (∆k)
T St∆k
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ St ét❛♥t ♥✐❧♣♦t❡♥t❡ ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ✭StSt = St✮✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ❧❡ rés✐❞✉ q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞é✜♥✐ ♣❛r
ϕ˜2t,Σ (k) = (ϕ˜t (k))
T Σ−1ϕ˜t (k)
❈❡ rés✐❞✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡✈❛♥t s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 ♣♦✉r k = k∗✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡
à t❡st❡r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❧♦✐✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ✐❝✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❝❡ t❡st ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉ rés✐❞✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
♥♦r♠❛❧✐sé ❡t ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✺✽❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❊❱❊❘ ❉✬❆▼❇■●❯Ï❚➱ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆❚■➮❘❊
✹✳✹ ❚❡st ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
rés✐❞✉
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté k∗✱ ❧❡ rés✐❞✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé
ϕ˜2t,Σ (k
∗) s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 ❝❡♥tré à n − 3 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭❧❡ r❛♥❣ ❞❡ St✮ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
❛✉tr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ k 6= k∗✱ ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 ❞é❝❡♥tré❡ à✱ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ n− 3
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ✐❝✐ ❞❡ t❡st❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ rés✐❞✉s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡st ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ s✉r ❧❡ rés✐❞✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ϕ˜2t,Σ (k)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝❡♥tré❡✳ ❙♦✐t
v ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡t ❞❡ ♠♦♠❡♥t
❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① Σ✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ v2Σ
✼✱ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
v2Σ = v
TΣ−1v
= vTE
[
vT v
]−1
v
s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 ❝❡♥tré à n ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ♦ù n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ Σ ✭n ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ v✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
❙♦✐t v ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ v¯ ❡t ❞❡ ♠♦♠❡♥t
❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① Σ✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ v2Σ✱ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
v2Σ = (v − v¯)TΣ−1(v − v¯)
= (v − v¯)TE [(v − v¯)T (v − v¯)]−1 (v − v¯)
s✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 ❝❡♥tré à n ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ♦ù n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ Σ ✭n ❡st ❞♦♥❝
❛✉ss✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ v✮✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡rr♦♥é ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡
❡rr♦♥é❡✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡✱ ♣♦✉r v ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ v¯ ❡t ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ Σ✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ v2Σ = (v− v¯)TΣ−1(v−
v¯) s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 ❞é❝❡♥tré✱ à n ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ♦ù n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ Σ ✭n ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ v✮✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❡♥tr❛❣❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡ v✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ q✉❡ s✐ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ v¯ ❡st ❡rr♦♥é❡✱ v2Σ s✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ
2 ❞é❝❡♥tré✱ à n ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉
❞é❝❡♥tr❛❣❡ ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ❞✉ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡ v✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ v¯✳
✹✳✹✳✶ ❚❡st séq✉❡♥t✐❡❧
■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✉♥ t❡st
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Tt(k) à ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté k✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ t❡st
✼✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡s✐❞✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù v ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ rés✐❞✉
✹✳✹✳ ❚❊❙❚ ❉❊ ❈❖◆❙■❙❚❆◆❈❊ ❙❯❘ ▲❊ ❈❆❘❆❈❚➮❘❊●❆❯❙❙■❊◆ ❉❯❱❊❈❚❊❯❘❉❊ ❘➱❙■❉❯✺✾
s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜✐♥❛✐r❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté k t❡sté❡✱
❧❡ t❡st Tt(k) r❡♥✈♦✐❡ ✧❢❛✉①✧ s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❥✉❣é❡ ❢❛✉ss❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r✐sq✉❡ ♠❛îtr✐sé✱ q✉❡
❧✬♦♥ ❞é✜♥✐r❛✱ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ✧✈r❛✐✧ s✐♥♦♥✳
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s k✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ t❡st Tt(k) é❝❤♦✉❡
s♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ❥❡✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❡ t❡st ré✉ss✐t s♦♥t
❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡t r❡st❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡st à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳ ◆♦tr❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ✉♥ t❡st Tt(k) ♣♦ssè❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s q✉❡
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ❞❡ ♠❛î✲
tr✐s❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s❡r✈é❡s ♣♦✉r êtr❡
t❡sté❡s à ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡ s❡r❛✐t ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✧✜❧tr❛❣❡
♦♣t✐♠❛❧✧✱ ♠❛✐s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❆ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s✱ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ht ❞✬❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés à t❡st❡r ✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✈r❛✐❡ k∗ ② ❡st ♣rés❡♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠❛îtr✐s❡r à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ♦✉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ♥♦♥✲❞ét❡❝t✐♦♥✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ rés✐❞✉ ϕ˜t (k) ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦✉r❛♥t❡s ♣❡r♠❡t ❞❡
❞é✜♥✐r ❧❡ rés✐❞✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣♦♥❞éré ❛ss♦❝✐é ϕ˜2t,Σ (k) ❝❡♥sé s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ
2 ❝❡♥tré à n − 3
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣♦✉r k = k∗✱ ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 ❞é❝❡♥tré ♣♦✉r t♦✉t k 6= k∗✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r
k 6= k∗✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ϕ˜2t,Σ (k) ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❜✐❛✐s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté
∆k = k − k∗ ✭q✉✐ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝♦♥♥✉✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ P◆❉✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ PND(T ) ✭Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ◆♦♥✲❉ét❡❝t✐♦♥✮ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡
❧❡ t❡st Tt(k) é❝❤♦✉❡ ❡♥ ét❛♥t ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté k∗✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ P❋P✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ PFP(T ) ✭Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛✉① P♦s✐t✐❢✮ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡
t❡st Tt(k) ré✉ss✐ss❡✱ ❡♥ ét❛♥t ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté k ❢❛✉ss❡ ✭k 6= k∗✮✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡st ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Tt(k)✱ s✉r ❝❤❛q✉❡ rés✐❞✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛✲
❧✐sé ϕ˜2t,Σ (k)✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r k ❡♥ ♠❛îtr✐s❛♥t ❧❡ r✐sq✉❡ PND✱ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱
♠❛✐s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ r✐sq✉❡ PFP ✳
▲❡ t❡st ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Tt(k) ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝✐❞❡r ❡♥ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
k s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ rés✐❞✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ϕ˜2t,Σ (k) ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I✳ ❈❡t
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ s✉r
❧❛ ❧♦✐ ❞✉ χ2 ❝❡♥tré à n ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡t ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t
∫
I
χ2(x)dx = 1− PND✳
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡ss❛✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sés ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡ t❡st à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡
s❡ s♦♥t ❛✈érés ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ét❛♥t tr♦♣ s♦✉✈❡♥t é❧✐♠✐♥é❡ tr♦♣ tôt✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❝❡ t❡st ❡t ❝♦♥str✉✐t ✉♥ t❡st q✉❡ ♥♦✉s q✉❛❧✐✜❡r♦♥s ❞❡ ✧❣❧♦❜❛❧✧✳
✹✳✹✳✷ ❚❡st ❣❧♦❜❛❧
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺✳ ❚❡st ❣❧♦❜❛❧✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❡st ❣❧♦❜❛❧ T (k) ✉♥ t❡st ❞♦♥t ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭✐❝✐ ❧✬é❧✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦✉ ♣❛s ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ k✮ ❡st ré❛❧✐sé❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛♣rès ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t❡sts ré♣❛rt✐s ❞❛♥s ❧❡
t❡♠♣s✳ ▲❡ t❡st ❣❧♦❜❛❧ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡✱ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ k ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✉ t❡st Tt(k)✳ ❖♥ ❞és✐r❡r❛✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✐❝✐✱ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s♦✐t ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲
♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡sts ❛♥tér✐❡✉rs ✭Tt1 , . . . , TtN ✮✳
✻✵❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❊❱❊❘ ❉✬❆▼❇■●❯Ï❚➱ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆❚■➮❘❊
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❚❡st séq✉❡♥t✐❡❧ ❡t t❡sts s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡st ❞✬é❧✐✲
♠✐♥❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧ TSt1...tN (k)✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ N s♦✉s✲t❡sts Tt1 . . . TtN q✉✐ s♦✐t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡s N t❡sts ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ Tt1 . . . TtN s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ t❡st séq✉❡♥t✐❡❧ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❡s✉r❡s ❞❡ rés✐❞✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sés ϕ˜2t,Σ (k) à ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts✳ ❆✐♥s✐✱
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ k ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♦ù ϕ˜2t,Σ (k) ♥✬❡st ♣❛s ♣❛s ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ I✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ✉♥ t❡st ❣❧♦❜❛❧✳ ❈❡ t❡st ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞é✜♥✐t
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t ❡♥tr❡ t1 ❡t tN ✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡ k✱ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥ t❡st ♣❛r
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r✐sq✉❡ PND ❡st ♠❛îtr✐sé❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡ k✱ ♦♥ ❝♦♠♣t❡ ❛❧♦rs
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré✉ss✐t❡s✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❡❝s✱ ♣❛r♠✐ ❝❡s N t❡sts✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥s✐st❡
❛❧♦rs à é❧✐♠✐♥❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ k s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧
F < N ✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ t❡st ❣❧♦❜❛❧✳ ▼❛✐s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s N t❡sts s✉❝❝❡ss✐❢s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❙✐ t❡❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♦♥
♣♦✉rr❛ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❧❡s t❡sts ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡s N t❡sts s✉❝❝❡ss✐❢s q✉❛s✐♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❡sts s✉❝❝❡ss✐❢s ✭r❡♥❞✉s✮ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉
❉●P❙✲❘❚❑✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❝♦rré❧é❡s ✭s✉r q✉❡❧q✉❡s s❡✲
❝♦♥❞❡s✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ré✲
❝❡♣t❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥ ❡s♣❛ç❛♥t ❧❡s t❡sts ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s✱ ♦♥ r❡♥❞ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡sts Tt1 . . . TtN q✉❛s✐♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
◆♦t♦♥s PNDglobal ❧❡ r✐sq✉❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ♥♦♥✲❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ t❡st ❣❧♦❜❛❧✱ ❡t PNDinterv ❧❡ r✐sq✉❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞❡ ♥♦♥✲❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡st ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ré❛❧✐sé n ❢♦✐s ❛✉① ✐♥st❛♥ts t1 . . . tn s✉r
✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté k✳ ❙♦✐t F ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬♦♥ é❧✐♠✐♥❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡st ❡st
s✉♣ér✐❡✉r à F ✳ ▲❡ t❡st séq✉❡♥t✐❡❧ ♣r♦♣♦sé ét❛♥t ✉♥ t❡st ❜✐♥♦♠✐❛❧✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ ❞✬é❝❤❡❝
❞✉ t❡st ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡
PNDglobal(N,F ) =
∑
F<j<N
C
j
N (PND
interv)j(1− PNDinterv)N−j
❛✈❡❝ Ckn ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ k ♦❜❥❡ts ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ♦❜❥❡ts ❞✐s❝❡r✲
♥❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡r ❧❡ t❡st ✭❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ N ✱ F ❡t I✮ à ♣❛rt✐r
❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❡①✐❣❡♥❝❡ s✉r PNDglobal✮✳
❖r✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ❝❡ t❡st à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✱ ❡t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦✐❡♥t
♠❡✐❧❧❡✉rs q✉✬❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡st séq✉❡♥t✐❡❧✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢✉r❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉
✐♥s✉✣s❛♥ts✳ ❙♦✉♣ç♦♥♥❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✲tr❛❥❡ts ❝❛✉s❡ ❞❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❝❡ t❡st✱ ❡t ❝♦♥str✉✐t ✉♥ t❡st r♦❜✉st❡ ❛✉① tr❛❥❡ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
✹✳✹✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ tr❛❥❡ts ♠✉❧t✐♣❧❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉① s✉❜✉r❜❛✐♥✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❡♥t❛❝❤é❡s
❞❡ ❜r✉✐ts t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧és✱ q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❥❡ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦✉ ré✢é❝❤✐s✳
✹✳✹✳ ❚❊❙❚ ❉❊ ❈❖◆❙■❙❚❆◆❈❊ ❙❯❘ ▲❊ ❈❆❘❆❈❚➮❘❊●❆❯❙❙■❊◆ ❉❯❱❊❈❚❊❯❘❉❊ ❘➱❙■❉❯✻✶
❈❡❝✐ ✐♠♣❛❝t❡ ♥♦tr❡ t❡st ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ét❛✐t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✱
❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❧❡s t❡sts ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s r❡st❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✈✉ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ rés✐❞✉ s✉✐✈❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ♠✉❧t✐✲♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
♥✉❧❧❡✳
❙✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥t♦✉r♥❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♣r♦❜❧è♠❡ ✭❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✮ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s
❡♥tr❡ ♥♦s t❡sts ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✈❡❝t❡✉r ❞❡ rés✐❞✉ ♥❡ s✉✐✈❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❧♦✐ ♠✉❧t✐✲
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✮ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ② ❛tt❛❝❤✐♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s✳
◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ rés✐❞✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tr❛❥❡ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ré✢é❝❤✐s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉① s✉❜✲
✉r❜❛✐♥✱ ❞♦✐t êtr❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é à q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱
♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ s❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳
■❧ ❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ t❡st ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ r✐sq✉❡ PND ♣♦✉r ♥♦tr❡ t❡st ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❥❡ts ♠✉❧t✐♣❧❡s
❡t ré✢é❝❤✐s✱ ✐❧ ✈❛ ♥♦✉s ❢❛❧❧♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ rés✐❞✉
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ϕ˜2t,Σ (k
∗)✳ ❖r ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❡t ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✛❡❝t❛♥t
❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ tr❛❥❡t ré✢é❝❤✐s ❡t ❞é❧❛✐ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✉r
❝❤❛q✉❡ ♠❡s✉r❡✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ rés✐❞✉s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♥♦r♠❛❧✐sés✱ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❡t à ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✉① ❝❤♦s❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ϕ˜2t,Σ (k
∗)
s✉✐t ❜✐❡♥✱ t♦✉❥♦✉rs✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 ❞é❝❡♥tré à n− 3 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❊t ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
❝❡ ❞é❝❡♥tr❛❣❡✱ q✉✐ ✈❛r✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ s♦♥t✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ét✉❞✐és✱ ❜♦r♥é❡s✳ ❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✈✐❡♥❞r❛✐ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ rés✐❞✉ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡
❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❡t ❞✉ tr❛❥❡t ré✢é❝❤✐✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡ s❡✉✐❧ ✭❞é✜♥✐ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ q✉❛rt ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✉s❡
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣❤❛s❡✮✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st ♣❡r❞✉❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥♦✉s ❛rr❛♥❣❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ❞é❝❡♥tr❛❣❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ϕ˜2t,Σ (k
∗)✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ r✐sq✉❡ PND ♣♦✉r ♥♦tr❡ t❡st ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❝❡
r✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ◆♦t♦♥s τMAX(k) ❧❡ ❞é❝❡♥tr❛❣❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✮✳
◆♦tr❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ I s❡r❛ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ③ér♦ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r g(k)✱ ❞❡
t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ∫ g(k)
0
χ2(x, τMAX(k))dx = 1− PND.
❛✈❡❝ χ2(x, τ) ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ χ2 ❞é❝❡♥tré ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❣❡ τ é✈❛❧✉é❡ ❡♥ x✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♥♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s I ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐ss♦♥s q✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ PND ré❡❧ ❡st ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛
✈❛❧❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ r✐sq✉❡✱ ❡t ❝❡✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❣❡ τ(k) ∈ 0 . . . τMAX(k)✳ ❈❡❝✐
❡st ♣r♦✉✈é ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡✳ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ❞é❝❡♥tr❛❣❡ ❜♦r♥é✳ ❙♦✐t τ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 ❞é❝❡♥tré✳ ❙♦✐t τMAX ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r τ ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡ R ✭✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦♥ ❞ét❡❝t✐♦♥✮✱ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ✜①❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❡✉✐❧ g(R) t❡❧ q✉❡
✻✷❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❊❱❊❘ ❉✬❆▼❇■●❯Ï❚➱ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆❚■➮❘❊
∀g > g(R),
∫ g
0
χ2(x, τ)dx > 1−R
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ q✉❡
g(R) < G(R)
❛✈❡❝ G(R) ❛✐sé♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♣❛r
∫ G(R)
0
χ2(x, τMAX)dx = 1−R
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ∀G(R) > g(R)✱ ❡t q✉❡❧q✉❡✲s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞é❝❡♥tr❛❣❡ τ ✜①é❡✱ ♦♥ ❛ 1 − R <∫ g(R)
0 χ
2(x, τ)dx <
∫ G(R)
0 χ
2(x, τ)dx✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❣❡
τ1 ❡t τ2 > τ1✱ ♦♥ ❛
∫ g(R)
0 χ
2(x, τ2)dx <
∫ G(R)
0 χ
2(x, τ1)dx✳ ❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞♦♥❝ q✉❡ 1 − R <∫ G(R)
0 χ
2(x, τ)dx <
∫ G(R)
0 χ
2(x, τMAX)dx✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡ s❡✉✐❧ G(R) ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ✉♥ ❞é❝❡♥tr❛❣❡ ❜♦r♥é ♣❛r τMAX ✱ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥ r✐sq✉❡ R ❞❡ ♥♦♥✲❞ét❡❝t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❛✉ t❡st ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ❛❧téré ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t❡st ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t❡st ❣❧♦❜❛❧✳ ❉❡ ❝❡tt❡
♠❛♥✐èr❡ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❉●P❙✲❘❚❑ ♦♥t été s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉①
s✉❜✉r❜❛✐♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✉ss❡s ❛ été ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ✭❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✮✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ❡st
♠❛îtr✐sé✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❉●P❙✲❘❚❑✱ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉
s✉❜✉r❜❛✐♥✱ ❞♦♥t ❧❡s r✐sq✉❡s ❧✐és à ❧❛ ❧❡✈é❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ s♦♥t ♠❛îtr✐sés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧❛❝é ❧❡ r✐sq✉❡
❞❡ ♥♦♥✲❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ t❡st séq✉❡♥t✐❡❧ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 1e− 9✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ♦♥t été s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❡t ❝♦♥❢♦r♠❡s à ❝❡ r✐sq✉❡ ❞♦♥♥é ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳
✹✳✺ ❘és✉❧t❛ts
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té à été ❞é✈❡❧♦♣♣é s✉r ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ r♦❜♦t✐q✉❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✺✵❝♠ ① ✺✵❝♠✳ ▲❡
t❡rr❛✐♥ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ③♦♥❡ ❣❛③♦♥♥é❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ③♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✻✮✳
❊♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ré❛❧✐sé❡ ❞✉r❛♥t ❧✬été ✷✵✶✶✳ ▲❡ r♦❜♦t✱ r❡♥❞✉
❛✉t♦♥♦♠❡ ♣❛r ✉♥ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❛✉ ●P❙✲❘❚❑✱ ❛ ré❛❧✐sé ♣❧✉s ❞❡ ✷✹ ❤❡✉r❡s ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱
❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✻ r❡t♦✉rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s à s❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳ ▲❡ r❡t♦✉r à ❧❛
st❛t✐♦♥ ❡st✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❝❛r ❧❛ st❛t✐♦♥ ❡st s✐t✉é❡ ❛✉ ♣✐❡❞ ❞✬✉♥ ❜ât✐♠❡♥t ❡t ❧❡s ♣ô❧❡s
❞❡ r❡❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♠❡s✉r❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t✐♠ètr❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ♠❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t
❧✬✐♥té❣r✐té ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ●P❙✲❘❚❑✱ à ❧✬é♣r❡✉✈❡✳ ▲❡s ❞❡r♥✐❡rs ❡ss❛✐s ♦♥t
été très ❝♦♥❝❧✉❛♥ts✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞❡ s✉❝❝ès ❞❡ r❡t♦✉r à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ✶✵✵✪✳ ❆
♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳
✹✳✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❊❚ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙ ✻✸
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
▲❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣❛r ●P❙ ❡t ●P❙✲❘❚❑ ♦♥t été très ❝♦♥❝❧✉❛♥ts✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t très ✐♥tér❡ss❛♥ts ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡✉① ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❛✉ ●P❙ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✭❞❡ t②♣❡ ❊❑❋✮ ♣♦s❡ ❡♥❝♦r❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉s à ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ♠♦❜✐❧❡ s♦♥t tr❛♥s❢éré❡s à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢é✲
r❡♥❝❡✱ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡✱ q✉✬❡❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ❛✉ r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡✳ ❈❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
♣r❡♥♥❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧❡ r♦❜♦t ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ré❛❝t✐✈✐té✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ s②stè♠❡
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❝❡♥r❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ s❡r❛✐t ❧❡ ❜✐❡♥✈❡♥✉ ♣♦✉r ❣ér❡r ❝❡s
❧❛t❡♥❝❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s♦✉❤❛✐té ét❡♥❞r❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ♦♣t✐q✉❡ à ♥♦tr❡
♣r♦t♦t②♣❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✉ ❙▲❆▼✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
✻✹❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❊❱❊❘ ❉✬❆▼❇■●❯Ï❚➱ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆❚■➮❘❊
......
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭❧✐❣♥❡s
à ❡①tré♠✐tés ❝❛rré❡s✮✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❡①tr❛✐t ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣♦✉r ♣❡✉♣❧❡r
❧✬❛r❜r❡✳
✹✳✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❊❚ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙ ✻✺
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ r♦❜♦t s✉r ❡♥✈✐r♦♥ ✷✹ ❤❡✉r❡s✳ ■❧ ② ❛ ❡✉ ✻ r❡t♦✉rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s
à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♣❛r ❣✉✐❞❛❣❡ ●P❙✲❘❚❑✳ ▲❡ r❡❝❤❛r❣❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐s❛♥t ❛✈❡❝
✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❛✉t♦r✐sé❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t✐♠ètr❡s✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❡st ❞❡ ✶✵✵✪✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ▲❡ t❡rr❛✐♥ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ t❡rr❛✐♥ s✉❜✲✉r❜❛✐♥✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t ♣❛ss❡ ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❜ât✐♠❡♥ts✳ ▲❡ r♦❜♦t ♠❡s✉r❡ ❡♥✈✐r♦♥s ✺✵❝♠ ① ✺✵❝♠✳
✻✻❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❊❱❊❘ ❉✬❆▼❇■●❯Ï❚➱ ❉❊ P❍❆❙❊ ❊◆❚■➮❘❊
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❆♣♣r♦❝❤❡ ❊❑❋✲❙▲❆▼ ♣♦✉r ❧❛
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❡♥tr❡ ✷✵✵✽ ❡t ✷✵✶✷ ❞❛♥s ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ r♦❜♦t✐q✉❡ ❞✉ ▲❆❆❙✲❈◆❘❙✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡
s✐♠✉❧t❛♥é❡s✱ ré❛❧✐sé s✉r ✉♥ ♠♦♥t❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❝❛♠ér❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐r❡✴❝❡♥tr❛❧❡ ■♥❡rt✐❡❧❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❙▲❆▼ s✬❡①é❝✉t❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ✭s♦✐t à ✸✵❍③ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛♠ér❛
❯❙❇✱ ❡t ✶✷✵❍③ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❛♠ér❛ ✜r❡✇✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❝❤❡③ ❧❡ ❢❛❜r✐q✉❛♥t P♦✐♥t●r❡②✮✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡t❡♥✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐r❡ ❊❑❋✲❙▲❆▼✮✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❡t ❞✐str✐❜✉❡r ❞❡✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s
s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦✉s ❧✐❝❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ♥♦♠♠é ❘❚✲❙❧❛♠ ❬✽✼❪ ✭♣♦✉r ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙▲❆▼✮✱
❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❈✲❙❧❛♠ ❬✽✽❪ ✭♣♦✉r ❈✲❧❛♥❣✉❛❣❡ ❙▲❆▼✮✳
✺✳✶ ❘❚✲❙▲❆▼
✺✳✶✳✶ ❖❜❥❡❝t✐❢s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❈✰✰ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧ ❘❚✲
❙❧❛♠✳ ❈❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❧❛ ❣é♥ér✐❝✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭❣é♥ér✐❝✐té✮ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦r✐❡♥té ♦❜❥❡t ✭❧❡ ❈✰✰✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❛✈❛♥❝é❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❝❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❤ér✐t❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣❧❛t❡s✮✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞
♦❜❥❡❝t✐❢ ✭r❛♣✐❞✐té ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✮ ❛ ♥é❝❡ss✐té ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs str❛té❣✐❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛✲
t✐♦♥s ♦♥t étés ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✱ ré❛❧✐sé❡s ✐s♦❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
s②♠étr✐q✉❡s✱ ❘❆◆❙❆❈ ✳ ✳ ✳ ✮✳
❖r ❧❛ ❣é♥ér✐❝✐té ♣❡r♠❡t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐té❡ ✭♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❞❥♦✐♥❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✐sé❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
t②♣❡s ❞✬❛♠❡rs✱ ❡t ❡♥✜♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❙▲❆▼ ✭t❡❧
q✉✬❛❝t✐✈❡ s❡❛r❝❤✱ ❧❛ r❡♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♠❡rs✱ ♦♥❡✲♣♦✐♥t ❘❆◆❙❆❈✱ r♦❜♦t✲❝❡♥tr✐❝ ❙▲❆▼ ✳ ✳ ✳ ✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐r❡
❡t ❞✬✉♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❚✐✱ ♠♦♥té❡s s✉r ✉♥ s♦❝❧❡ ❝♦♠♠✉♥✱ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣❡r✲
✻✼
✻✽❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❊❑❋✲❙▲❆▼ P❖❯❘ ▲❆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❘❖❇❖❚■◗❯❊
❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ré❛❧✐sé ✉♥ ❙▲❆▼ ❱✐s✉❡❧ ✰ ■▼❯
t♦✉r♥❛♥t à ✶✷✵❍③ ✭❞♦♥❝ à ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✮✳
✺✳✶✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ♣r♦❣rès ré❝❡♥ts ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ❡t ❧❡s
❛✈❛♥❝é❡s ❞❡s ♣r♦❝é❞és ❞❡ ❙▲❆▼ ♦♥t r❡♥❞✉ ♣♦♣✉❧❛✐r❡✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❡ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧ ❡♥
t❛♥t q✉❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✜❧tr❛❣❡ ♠♦♥♦✲❤②♣♦t❤ès❡
✭❊❑❋✮ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧ ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é❜✉té ♣❛r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡s ✭✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ♣❧✉s
♣ré❝✐s❡s✮ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❡t à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
r♦❜♦t✐q✉❡ ❞✉ ▲❆❆❙✲❈◆❘❙ ❛tt❛❝❤❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❡st ❡♥
❝♦✉rs ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘❚✲❙❧❛♠✱ ❛✉ ❥♦✉r ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳
✺✳✶✳✸ ❈♦♥t❡①t❡
▲❡ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧ ❛ s✉❜✐✱ ❞❡♣✉✐s ❞✐① ❛♥s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❊♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✭❧❛
❧✐st❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡✮ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭❊❑❋✱ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✱ r❛♦✲
❜❧❛❝❦✇❡❧❧✐s❛t✐♦♥✮✱ ❧✬❛❝t✐✈❡ s❡❛r❝❤✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❉✐✈✐❞❡ ✫ ❈♦♥q✉❡r✱ ❧❡ ❘♦❜♦t✲❝❡♥tr✐❝ ❙❧❛♠✱ ❡t ❡♥✜♥
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♠❡rs✳ ❈♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥
❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❙▲❆▼ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ t❡st❡r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ♠✐①❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❡t ❛✉ss✐ ❞✬❡♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s✳
❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦r✐❡♥té❡ ♦❜❥❡t
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦rt ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥té✲♦❜❥❡t ✭✐❝✐ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰✮✱ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❧❡s
♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡s✱ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✭✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✮✳ ❈❡s ❝❧❛ss❡s s❡r♦♥t ❡♥s✉✐t❡
❞é❝❧✐♥é❡s ✭❞ér✐✈é❡s✱ ✐♥st❛♥❝✐é❡s ✳ ✳ ✳ ✮ ❞❛♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥❝r❡ts✱ ♠❛♥✐♣✉❧és ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭r✉♥t✐♠❡✮✳ ❱♦✐❝✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❛❜str❛✐ts✳
▼❛♣
▲❛ ❝❧❛ss❡ ✧▼❛♣✧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥s ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❧❡ ▼
❞❡ ❙▲❆▼✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❝✐✱ ❧✬♦❜❥❡t ✧▼❛♣✧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✭✐❞❡♥t✐✜é❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❳ ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ P✮✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❧✬❛❥♦✉t✴s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❳ ❡t P✳ ▲❡s
❛✉tr❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❛ r❡♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ✭✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❙▲❆▼✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♠❡rs ✈✐s✉❡❧s✮✳ ▲❡s ❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✭✈❡❝t❡✉r
❞✬ét❛t ❡t ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✮ s♦♥t ré❛❧✐sés ♣❛r ✐♥❞❡①❛❣❡ ✐♥❞✐r❡❝t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❛
❧❡❝t✉r❡s✴é❝r✐t✉r❡✴✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬ét❛t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❝❝ès ❛✉① ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❛♥s ✉♥ ✜❝❤✐❡r s✉r t♦✉t ♣ér✐♣❤é✲
r✐q✉❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s ❡t str✉❝t✉r❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❇♦♦st
✺✳✶✳ ❘❚✲❙▲❆▼ ✻✾
❡t ❞❡ ✉❜❧❛s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡s✳ ❈❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s
s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ r❡❝♦♥♥✉❡s✱ ❡t ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉té
❛❝t✐✈❡ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡✉rs✳
❘♦❜♦t
▲❛ ❝❧❛ss❡ ✧❘♦❜♦t✧ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥térêt ❞❡ t②♣❡
❣❛✉ss✐❡♥✳ ❈❡t ♦❜❥❡t ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ▼❛♣✱ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r✳
▼❛✐s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❘♦❜♦t ❞♦✐t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ t❡❧
q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈✐t❡ss❡ ❜r♦✇♥✐❡♥♥❡✱ ❛❝❝❡❧ér❛t✐♦♥ ❜r♦✇♥✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ♣r♦♣r✐♦❝❡♣t✐❢ t❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡✮✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡
❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ✈❡rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ♣r♦♣r❡s ✭❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡
✧❙❡♥s♦r✧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡r❛✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✐❝✐ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ t②♣❡ ✧❘♦❜♦t✧ ✭✉♥❡
♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡t s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ t②♣❡ ✧❙❡♥s♦r✧ ✭✉♥ ❝❛♣t❡✉r ♣❧❛❝é s✉r
✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛❝q✉ér✐r ❡t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ r❛✐s♦♥ ♣ré❝✐s❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r♦❜♦t✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ s❡ ❞é♣❧❛❝❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ r♦❜♦t
s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐é❡✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ✧❘♦❜♦t✧ ❡t ✉♥ ✧❙❡♥s♦r✧ ❡st q✉✬✉♥
✧❙❡♥s♦r✧ ❡st ❧✐é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✜①❡ ❛✉ r❡♣èr❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t✳ ▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❞é✜♥✐r✱ ❞❛♥s ❘❚✲❙❧❛♠✱ ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ t❡♥✉❡ à ❧❛ ♠❛✐♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡ ✧❙❡♥s♦r✧ ✭s❛♥s ♦❜❥❡t
✧❘♦❜♦t✧ ❛ss♦❝✐é✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❞é✜♥✐r ✉♥ r♦❜♦t ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
❜r♦✇♥✐❡♥♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝❛♠ér❛✳
❙❡♥s♦r
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ✉♥ ✧❙❡♥s♦r✧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❝❛♣t❡✉r ✭t❡❧ ✉♥❡
❝❛♠ér❛✱ ✉♥ ❧❛s❡r ✷❉ ✳ ✳ ✳ ✮ ❧✐é✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ❛✉ r❡♣èr❡ ❞✬✉♥ ✧❘♦❜♦t✧✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ✧❙❡♥s♦r✧
❞❛♥s s♦♥ ✧❘♦❜♦t✧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜①é ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞✉ r♦❜♦t✳
❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ✉♥ ✧❙❡♥s♦r✧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ✭♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♥✉❧✮ ❞❛♥s ❧❛ ✧▼❛♣✧ ✿ ♦♥
♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛✱ ❧❡s ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ❝❛♣t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞✉ r♦❜♦t ✳ ✳ ✳
▲❛♥❞♠❛r❦
▲❡s ❛♠❡rs ✭❝❧❛ss❡ ✧❧❛♥❞♠❛r❦✧✮ ♣♦ssè❞❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ét❛t ❞❛♥s ❧❛ ✧▼❛♣✧✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡
❞✐✛ér❡♥t t②♣❡s ✭♣♦✐♥ts✱ ❧✐❣♥❡✱ ♣❧❛♥ ✳ ✳ ✳ ✮ ❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ t②♣❡✱ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥
✭❊✉❝❧✐❞✐❡♥ ♦✉ ♣♦✐♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ✬✮✳ ❯♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❞❛♥s
❧❡ t❡♠♣s ✭❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ r❡♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥✮✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ✧❧❛♥❞♠❛r❦✧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞❡s✲
❝r✐♣t❡✉r✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ❛♠❡r✳ P♦✉r ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❛t❝❤s✱ ❞❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s✱ ❞❡s
❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ✈❡❝t♦r✐❡❧s ✭❙❯❘❋✱ ❙■❋❚✱ ❇❘■❊❋ ✳ ✳ ✳ ✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡♥s✱ ❧❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❞✬✉♥
✧❧❛♥❞♠❛r❦✧ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ✧▼❛♣✧✳
✼✵❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❊❑❋✲❙▲❆▼ P❖❯❘ ▲❆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❘❖❇❖❚■◗❯❊
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥
▲❛ ❝❧❛ss❡ ✧❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✧ ❡st ♥é ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ✧❙❡♥s♦r✧✱ ❡t ✉♥ ✧❧❛♥❞♠❛r❦✧✳
❉❛♥s ❘❚✲s❧❛♠✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞✬♦❜❥❡t ✧❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✧ q✉❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ✉♥ ✧❙❡♥s♦r✧ ❡t ✉♥
✧❧❛♥❞♠❛r❦✧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦❜❥❡t ✧❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✧ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡✱ ♠❛✐s à ✉♥❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝✬❡st ❝❡t ♦❜❥❡t q✉✐ ❡st ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér✐❝✐té ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘❚✲❙❧❛♠✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✉♥ t②♣❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♠❡r✱ ❡t
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ q✉✐ s❡rt ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❞✬❛♠❡rs ❞❛♥s ❘❚✲❙❧❛♠✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ é✈❛❧✉és ❡t ❝♦♠♣❛rés✳
▼❛♥❛❣❡rs
▲❡s ❝❧❛ss❡s ✧❉❛t❛▼❛♥❛❣❡r✧ ❡t ✧▼❛♣▼❛♥❛❣❡r✧ s♦♥t ❞❡s ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❙▲❆▼✳
▲❛ ❝❧❛ss❡ ✧▼❛♣▼❛♥❛❡r✧ ❞é✜♥✐t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✧▼❛♣✧✳ ❈❡❝✐ ✐♥❝❧✉t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
❞✬❛♠❡rs s✐ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♦❜s❡r✈és ❞❡♣✉✐s ✉♥ ♠♦♠❡♥t✱ ♦✉ s✐ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ tr♦♣
❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ▲❡ ✧▼❛♣▼❛♥❛❣❡r✧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ré❛❧✐s❡r ❧✬❛r❝❤✐✈❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭♠✉❧t✐✲♠❛♣✮
♦✉ ❞✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬♦❞♦♠étr✐❡ ✈✐s✉❡❧❧❡✳
▲❛ ❝❧❛ss❡ ✧❉❛t❛▼❛♥❛❣❡r✧ ré❝✉♣èr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❛♣t❡✉r ❡t ❧❡s ❞❛t❡♥t✳ ❊❧❧❡ ♦♣èr❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❝❛♣t❡✉rs ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡s ❛♠❡rs ❞❛♥s ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐t❡s ❜r✉t❡s ✭r❛✇✲❞❛t❛✮✱ ❡t ❧❡
r❡♥s❡✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡t ✧❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❆✐♥s✐ ❧✬♦❜❥❡t ✧❉❛t❛▼❛♥❛❣❡r✧ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r
❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡s ❞✬❛♠❡r ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✭❛♣♣❡❧é ❛❝t✐✈❡ s❡❛r❝❤✮ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐
❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♠❛♣✱ ♦✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱
♦✉ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♦✉ ❛✉tr❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❜❥❡t
▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❜❥❡t ❘❚✲❙❧❛♠ ✭rés✉♠és ❡♥ ✜❣✉r❡s ✺✳✶ ❡t ✺✳✷✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❣é♥ér✐❝✐té
✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙▲❆▼✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r
❧✐❡✉✱ ❡t ❣râ❝❡ à ❝❡t ♦✉t✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝❛♣t❡✉rs ✿ ✉♥❡ ❝❛♠ér❛
♠♦♥♦❝✉❧❛✐r❡ t♦✉r♥❛♥t à ✶✷✵❍③✱ ❡t ✉♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❚✐✳ ❈❡ ❙▲❆▼ t♦✉r♥❡ à ❢réq✉❡♥❝❡
✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦♥t❛❣❡ t❡♥✉ à ❧❛ ♠❛✐♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts✳
✺✳✶✳✹ ❙▲❆▼ ♠✉❧t✐✲❝❛♣t❡✉r ❝❛♠ér❛✴■▼❯ t❡♠♣s✲ré❡❧
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❜✉t❡r ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝❛♣t❡✉r ✭tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✮✱ ♣✉✐s ♥♦✉s
❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ r♦❜♦t ❡t ❞❡s s❝❛♣t❡✉rs✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♥♦tr❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♠❡rs✱
❡t ❡♥✜♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts✳
❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡
▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❡♥ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❧❛♥❞♠❛r❦✮✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✈✐❞é♦✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✸❉✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❡♥ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ ♣♦✐♥t ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♠❛✐s t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ✸❉ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ♣r♦❥❡tés ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳
✺✳✶✳ ❘❚✲❙▲❆▼ ✼✶
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❈❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛❜str❛✐ts ❞❛♥s ❘❚✲❙❧❛♠✳ ■❝✐ ♦♥ ✈♦✐t ✷ r♦❜♦ts✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❝♦♥t✐❡♥s ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ✭S1✮✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡✉① ❝❛♣t❡✉rs✭S2 ❡t S3✮✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ q✉❛tr❡
❛♠❡rs ✭L1 . . . L4✮✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✉ss✐✱ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ▼❛♥❛❣❡rs ❡t ❞❡s ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❆✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛❜str❛✐ts ❞❛♥s ❘❚✲❙❧❛♠ ♣rés❡♥té
❡♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❖♥ ✈♦✐t ✷ r♦❜♦ts✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥t✐❡♥s ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ✭S1✮✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡✉① ❝❛♣t❡✉rs✭S2
❡t S3✮✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❛♠❡rs ✭L1 . . . L4✮✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✉ss✐✱ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡s ▼❛♥❛❣❡rs ❡t ❞❡s ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
✼✷❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❊❑❋✲❙▲❆▼ P❖❯❘ ▲❆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❘❖❇❖❚■◗❯❊
P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞✉ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧ ❞❡ t②♣❡ ▲❛♥❞♠❛r❦✲❙▲❆▼✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ✸❉✱
❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❝❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêts
❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✐t❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛❜✐❧✐té✳
❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❆♣rès ❛✈♦✐r ❝♦♠♣❛ré ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❢✉r❡♥t ❛tt❡✐♥t❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s ✐♥❝❧✉❛♥t
q✉❡❧q✉❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ à ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ t❡ss❡❧t✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ s♦✉s✲
③♦♥❡s✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥térêt ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ s♦✉s✲③♦♥❡
s❛♥s ♣♦✐♥ts✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❡st ❧✬é✈✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
❆♣♣❛r✐❡♠❡♥t ✿ ❆❝t✐✈❡ s❡❛r❝❤✱ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡✱ ❡t ❖♥❡ ♣♦✐♥t ❘❛♥s❛❝✳
◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❡♥ ✸❉ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st✐♠é❡ ❞❛♥s ✧▼❛♣✧✱ ❡t ♣❛r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡tt❡
✭s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ✬♣❛t❝❤✬✮ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡
❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥térêt✳ ▲❡ ♣❛t❝❤ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ré❞✉✐t❡ ❡t ❝❛rré ✭❛❧❧❛♥t ❞❡ ✼ à ✸✸
♣✐①❡❧s ❞❡ ❝♦té✮✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✉♥ ❛♠❡r✱ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ✧▼❛♣✧✱ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❜❛sé s✉r ❩◆❈❈ ✐♥❝❧✉❛♥t tr♦✐s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✭❛❝t✐✈❡ s❡❛r❝❤✮✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡✱ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❘❛♥s❛❝✳
❆❝t✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✿ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡t❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠é ❞❛♥s
✧▼❛♣✧✱ ♣✉✐s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣ér✐♠ètr❡
❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❈❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t✱ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♠❡r ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡t ❞✉ ❜r✉✐t ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✮✳
❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡ ✿ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ♥♦♥ ♣❛s ❡♥tr❡ ✉♥ ♣❛t❝❤ ré❝✉♣éré ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉✲
r❛♥t❡✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛t❝❤ ré❝✉♣éré ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳
▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❡♥tr❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛t❝❤✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛♠ér❛✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣❛t❝❤ ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡t q✉❡ ❝❡ ❝♦♥t♦✉r ❡st ✉♥ ♣❧❛♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à ❧❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳
❖♥❡ ♣♦✐♥t ❘❛♥s❛❝ ✿ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡♥❞r❡ r♦❜✉st❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝❛rt♦❣r❛✲
♣❤✐❡ s✐♠✉❧t❛♥é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❖♥❡ ♣♦✐♥t ❘❛♥s❛❝✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝♦♥s✐st❡ à ✶✲▼é♠♦r✐s❡r ❧✬ét❛t ❞❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❛✈❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❛♣♣❛✲
r✐❡♠❡♥t✱ ❡t ✷✲❆♥♥✉❧❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r s✐ ❧✬♦♥ ❞ét❡❝t❡ ✉♥❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ❡st ❞ét❡❝té❡ s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ♥❡ tr♦✉✈❡♥t ♣❛s ❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s✳
✺✳✶✳ ❘❚✲❙▲❆▼ ✼✸
▼♦❞è❧❡ ❞✉ r♦❜♦t
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❝❛♠ér❛✴■▼❯✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ r♦❜♦t ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛
❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡✳
▼❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡
▲❛ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ q✉✐
s❡r✈❡♥t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ✿
ut = [amt, wmt]
T ✭✺✳✶✮
amt = R
T
t .(at + gt) + abt + ǫ
a
t ✭✺✳✷✮
wmt = R
T
t .(wt) + wbt + ǫ
w
t ✭✺✳✸✮
❛✈❡❝ ut ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ amt ❡t wmt s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✭❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❡t
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❧❛ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡✳ g ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ at ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❣❧♦❜❛❧✱ wt ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❣❧♦❜❛❧✱ Rt ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥tr❛❧❡
✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❣❧♦❜❛❧✳ abt ❡t wbt ❧❡s ❜✐❛✐s ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✱ ǫat ❡t ǫ
w
t s♦♥t ❧❡s ❜r✉✐ts t❤❡r♠✐q✉❡s
❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❜❧❛♥❝s ❡t ❣❛✉ss✐❡♥s✳
▼♦❞è❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t
◆♦t♦♥s R ❧✬ét❛t ❞✉ r♦❜♦t✳ ❈❡t ét❛t ❝♦♥t✐❡♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ q✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡
v✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ✭abt ❡t wbt✱ q✉❡ ♥♦✉s ❡st✐♠❡r♦♥s✮ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ g✳ ❖♥ ❛ ✿
Rt = [pt, qt, vt, abt, wbt, gt]
T ✭✺✳✹✮
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✮ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿
Rt+1 = f(Rt, ut) + ǫt ✭✺✳✺✮
❛✈❡❝ f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬ét❛t✱ ut ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡t ǫt ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
❜❧❛♥❝ ❡t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❖♥ ❛ ✿
pt+1 = pt + vt.∆t ✭✺✳✻✮
vt+1 = vt +R(qt).((amt − abt)− gt).∆t + ǫvt ✭✺✳✼✮
qt+1 = qt ⊗ q((wmt − wbt).∆t) + ǫqt ✭✺✳✽✮
abt+1 = abt + ǫ
a
t ✭✺✳✾✮
wbt+1 = wbt + ǫ
w
t ✭✺✳✶✵✮
gt+1 = gt ✭✺✳✶✶✮
❛✈❡❝ ∆t ❧❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❞❡①❡s t❡♠♣♦r❡❧s t ❡t t + 1✱ R(q) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ q✉❛t❡r♥✐♦♥ q✱ ⊗ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥✱ ❡t ǫvt ✱ ǫqt ✱ ǫat ✱ ❡t ǫwt ❧❡s
❜r✉✐ts ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❜❧❛♥❝s ❡t ❣❛✉ss✐❡♥s✳
✼✹❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❊❑❋✲❙▲❆▼ P❖❯❘ ▲❆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❘❖❇❖❚■◗❯❊
▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛
◆♦tr❡ ❝❛♠ér❛ ❡st ♣❧❛❝é❡ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ r✐❣✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ r✐❣✐❞❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ❡t ❝❡tt❡ ❝❛♠ér❛✳ ❆✐♥s✐ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡t ❛❜str❛✐t ❞❡ t②♣❡
✧❘♦❜♦t✧ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✳
◆♦t♦♥s FW
C
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ◆♦t♦♥s FW
R
❡t FR
C
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❣❧♦❜❛❧✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❞❛♥s ❧❡
r❡♣èr❡ ❞✉ r♦❜♦t✳ ❖♥ ❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✿
F
W
C = F
W
R ⊕ FRC ✭✺✳✶✷✮
F
R
C = F
W
C ⊖ FWR ✭✺✳✶✸✮
❛✈❡❝ ⊕ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ r❡♣èr❡ ❡t ⊖ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ r❡♣èr❡✳
❙♦✐t FWL ❡t F
C
L ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡r ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡t ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛✳ ❉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ❛ ✿
F
W
L = F
W
R ⊕ FRC ⊕ FCL ✭✺✳✶✹✮
F
C
L = F
W
L ⊖ FWC ✭✺✳✶✺✮
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❝❛♠ér❛ ♠❡s✉r❡ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡
✐♠❛❣❡✱ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥ ❛ ✿
u = proj(FWL ,F
W
C ) + ǫ
u ✭✺✳✶✻✮
= proj(FWR ⊕ FRC) + ǫu ✭✺✳✶✼✮
❛✈❡❝ ǫu ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❜❧❛♥❝ ❡t ❣❛✉ss✐❡♥✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ♣❛r❛♠étr✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s k ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛♠ér❛✳
❖♥ ❛ ✿
u = proj(FWL ,F
W
C , k) + ǫ
u ✭✺✳✶✽✮
= proj(FWR ⊕ FRC, k) + ǫu ✭✺✳✶✾✮
P❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ■❉P ✭■♥✈❡rs❡ ❉❡♣t❤ P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ❞❡
✻ ♣❛r❛♠ètr❡s✮✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♥♦♠♠é❡ ❆❍P ✭❆♥❝❤♦r❡❞ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
P♦✐♥t✱ ❞❡ ✼ ♣❛r❛♠ètr❡s✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ leuc✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❛♥❝r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ aeuc✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ■❉P ✭lidp✮ ♦✉ ❆❍P ✭lahp✮ s♦♥t ✿
lidp = [aeuc, θ, ψ, ρ] ✭✺✳✷✵✮
leuc = aeuc + ρ
−1R(θ, ψ).
 ✶✵
✵
 ✭✺✳✷✶✮
lahp = [aeuc, ueuc, ρ] ✭✺✳✷✷✮
leuc = aeuc + ρ
−1ueuc ✭✺✳✷✸✮
❛✈❡❝ θ ❡t ψ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❧❛❝❡t ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❝r❡✱
ueuc ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬❛♠❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❝r❡✳
✺✳✷✳ ❈✲❙▲❆▼ ✼✺
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error x (cm)
3 sigma uncert
error y (cm)
3 sigma uncert
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3 sigma uncert
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error yaw (deg)
3 sigma uncert
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error pitch (deg)
3 sigma uncert
0 10 20 30 40 50 60 70
error roll (deg)
3 sigma uncert
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❊rr❡✉rs ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s à ❢♦rt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❡st ❛ss✉ré❡
♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✳ ▲❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡①❝è❞❡♥t ✹✵✵ deg.sec−1 ❡t ❧❡s
❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡①❝è❞❡♥t ✸✵✵✵ deg.sec−2✳ ▲✬❛①❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✳
❘és✉❧t❛ts
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs ❞❡ ♠♦t✐♦♥✲❝❛♣t✉r❡ s♦♥t ♣❧❛❝és s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ r✐❣✐❞❡✳ ❈❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳ ❉❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢✉r❡♥t ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ✷✵✶✶✱ ❡t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❢✉r❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙▲❆▼ t♦✉r♥❡ à ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✱
q✉✬✐❧ ♥❡ ❞✐✈❡r❣❡ ♣❛s✱ ❡t q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ré❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡rr❡✉r✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❢♦rt❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡①❝è❞❡♥t ✹✵✵ deg.sec−1 ❡t ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡①❝è❞❡♥t ✸ deg.sec−2✳ ❖♥ ✈♦✐t
q✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡rr❡✉r ré❡❧❧❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❘❆◆❙❆❈ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ r♦❜✉st❡ ♥♦tr❡ ❙▲❆▼✱ ❡t ❧❡s
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ à ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳
✺✳✷ ❈✲❙▲❆▼
✺✳✷✳✶ ❖❜❥❡❝t✐❢s
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈✲❙▲❆▼ ✭♣♦✉r ❈✲❧❛♥❣✉❛❣❡ ❙▲❆▼✮ ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❆◆❙■✲❈ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❊❑❋✲❙▲❆▼ ❞é❞✐é ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✮✳ ■❧ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡
❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❙▲❆▼ ❡♠❜❛rq✉é❡s ✭❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡①t❡r♥❡s ♥✐ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❧❣è❜r❡✱ ♥✐ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✮✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s
s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣ ✿✴✴❝✲s❧❛♠✲❧❛❛s✳❣♦♦❣❧❡❝♦❞❡✳❝♦♠✴s✈♥✴tr✉♥❦✴✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❢✉r❡♥t ❡♠❜❛rq✉és s✉r tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝❛rt❡s q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳
✼✻❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❊❑❋✲❙▲❆▼ P❖❯❘ ▲❆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❘❖❇❖❚■◗❯❊
❈❛rt❡ ▼♦❞è❧❡ ❋réq✉❡♥❝❡ ▼é♠♦✐r❡
❱■❆ ❊P■❆ ❊❑✽✵✵✵❊● ✽✵✵▼❍③ ✶●♦ ❘❆▼
❆❘▼✾ ✾✷✻✲❊❏✲❙ ✹✵✵▼❤③ ✻✹▼❇ ❘❆▼
❳✐❧✐♥① ❱✐rt❡① ✺ ✹✵✵▼❍③ ✷✺✻❦❇ ❘❆▼
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ▲✐st❡ ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈✲❙▲❆▼ à été ❡♠❜❛rq✉é✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈✲❙❧❛♠✳ ■❧ ❛ été ❝❤♦✐s✐s ✐❝✐ ❞❡ sé♣❛r❡r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s
tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ❤②❜r✐❞❡s ❈P❯✴●P❯ ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s ❝❛rt❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s
r♦❜♦t✐q✉❡s✳
✺✳✷✳✷ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡
▲❛ ❝❧é ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈✲❙❧❛♠ ❡st ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❉✬✉♥❡
♣❛rt ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ✭q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①t❡r♥❛❧✐sé❡ s✉r
✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥♥❡①❡✮✱ ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s s♦♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s
❤✐ér❛r❝❤✐sé❡s✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡♥t ❛✉ss✐✱ ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ t♦✉r♥❡r s✉r ✉♥❡ ✉♥✐té ❞é❞✐é❡✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✺✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
✺✳✷✳✸ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❈✲❙❧❛♠ ét❛♥t ❞é❞✐é ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛ été ❞♦♥♥é❡ à ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❛s ✭❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s②stè♠❡ ♠❛❧❧♦❝✭✮✮✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝r♦✮ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s❝❛❧❛✐r❡s
ré❡❧❧❡s à ✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡ ✭❞♦✉❜❧❡ ♦✉ ✢♦❛t✮✱ ❡t ❡♥✜♥✱ ♣❛rt♦✉t ♦ù ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ t②♣❡ ✉♥✐♦♥ ❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡✳
✺✳✷✳ ❈✲❙▲❆▼ ✼✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ■♠❛❣❡ ♣r✐s❡ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❈✲❙❧❛♠✳
✺✳✷✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❘❚✲❙❧❛♠
❉❛♥s ❝❡tt❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙▲❆▼✱ ❧✬❛❝❝ès à ❧❛ ❣é♥ér✐❝✐té ❡st ♠♦✐♥❞r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❘❚✲❙❧❛♠✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❧❛ ❝❧❛rté ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ✭❡♥ ❈✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✬▼❛♥❛❣❡r✬ t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❘❚✲❙❧❛♠✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✱
❛ ♣❡r♠✐s✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s✱ ❞❡ ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✳
❆✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❖♥❡✲P♦✐♥t✲❘❛♥s❛❝ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❈✲❙❧❛♠ ✭❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❢❛✐t
❛♣♣❡❧ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥❛❣❡rs ❞❛♥s ❘❚✲❙❧❛♠✮✱ ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡✱ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❡ ❖♥❡✲P♦✐♥t✲r❛♥s❛❝ s❡r❛✐t ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❈✲❙❧❛♠✳
▲❡s ❝❤♦✐① ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❈✲❙❧❛♠ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ r♦❜♦t
s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s ❘❚✲❙❧❛♠ ❡t ❈✲❙❧❛♠✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❈❛♠ér❛✴■▼❯✳
✺✳✷✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❈❛♠ér❛✴■▼❯
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✳ P♦✉r
❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ❙▲❆▼ q✉✐ ♥❡ ❞✐✈❡r❣❡ ♣❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✸✵❍③✱ ✈♦✐r❡ ❛✉
❞❡❧à ♣♦✉r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❢♦rt❡s✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✺✮✱ ❡t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ♣r♦❝é❞é
à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳
❉✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♣❛r ✐♠❛❣❡ ✭❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✻✹✵①✹✽✵ ♣✐①❡❧s✮✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♠❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ❧✬❡✛❡t
s✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✻✱✺✳✼ ❡t ✺✳✽✳ ❖♥ ② ✈♦✐t q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts
♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❛rt❡ ❳✐❧✐♥① ❱✐rt❡① ✺✳
❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛rt❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r
✼✽❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❊❑❋✲❙▲❆▼ P❖❯❘ ▲❆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❘❖❇❖❚■◗❯❊
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❈✲❙❧❛♠ s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❱■❆ ❊P■❆✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧✬ét❛t✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✷✵ ✐♠❛❣❡s ♣❛r
s❡❝♦♥❞❡s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t s❡ ❧✐♠✐t❡r à ✹ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♣❛r ✐♠❛❣❡✱ ❡t ✷✵ ❛♠❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❈✲❙❧❛♠ s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❆❘▼✲✾✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✷✵
✐♠❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t s❡ ❧✐♠✐t❡r à ✺ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♣❛r ✐♠❛❣❡✱ ❡t ✷✵ ❛♠❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡✳
✺✳✷✳ ❈✲❙▲❆▼ ✼✾
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❈✲❙❧❛♠ s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ P♦✇❡r✲P❈ ❡♠❜❛rq✉é s✉r ✉♥ ❳✐❧✐♥① ❱✐rt❡① ✺✳
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✷✵ ✐♠❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥t❡r q✉❛s✐♠❡♥t à ✶✵ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
♣❛r ✐♠❛❣❡✱ s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ✸✵ ❛♠❡rs✳
❡st ♠❡s✉ré❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛✈❡❝✱ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✱ tr♦✐s ❛♠❡rs ❝♦rr✐❣és ♣❛r ✐♠❛❣❡✱ ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❝❛rt❡✱ ❡t✱ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ❛✈❡❝ ✈✐♥❣t ❛♠❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♣❛r ✐♠❛❣❡✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❈✲❙❧❛♠ s✉r P♦✇❡r✲P❈
s✉♣♣❧❛♥t❡♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳
✺✳✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❈✲❙❧❛♠ ❡t ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥ç✉ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡st✐♥é à êtr❡ ❡♠❜❛rq✉é s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❡s t❡sts ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦✉✈❡rt ❡♥ ❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❱✐s✐♦♥✴■▼❯✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡✲
♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘❚✲❙❧❛♠✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❛❜str❛✐ts ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙▲❆▼ ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✱
s✉r s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és à ❢❛✐❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣♦✉rs✉✐✈✐ ♣❛r ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s éq✉✐♣❡s✳ ■❧ ♥♦✉s ❛ ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡st r❡❝♦♠♠❛♥❞é ❞✬❡♠❜❛rq✉❡r ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡
t②♣❡ ❊❑❋✲❙▲❆▼ s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ t②♣❡ ❳✐❧✐♥①✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐té
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ st❛♥❞❛r❞✱ ♠ê♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳
✽✵❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❆PP❘❖❈❍❊ ❊❑❋✲❙▲❆▼ P❖❯❘ ▲❆ ◆❆❱■●❆❚■❖◆ ❘❖❇❖❚■◗❯❊
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❈✲❙❧❛♠✱ ❝♦♠♣❛ré❡s s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❙▲❆▼✳ ■❝✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✐♠❛❣❡ ❡st ✜①é à tr♦✐s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❈✲❙❧❛♠✱ ❝♦♠♣❛ré❡s s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♣❛r ✐♠❛❣❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❙▲❆▼ ❡st ✜①é❡ à ✈✐♥❣t✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡s✳
◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉① tr✐♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s ●P❙ ❉✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❛✉ ❞é✲
❝✐♠ètr❡✱ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ s✉❜✲✉r❜❛✐♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr✐♣❧❡ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✷✵❪✳
◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❉●P❙✲❘❚❑ ❊♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❉●P❙✲▲✶✲❘❚❑✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥
♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❞✉ ❝♦♠♠❡r❝❡ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r✱ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
❧♦❝❛❧✱ ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st r❡♥❞✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ st❛t✐st✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡✳ ❉❡s ❡ss❛✐s ♦♥t été ré❛❧✐sés s✉r r♦❜♦t r♦♥❞✐❡r✱ ❡t s✉r ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳
❙▲❆▼ ❱✐s✉❡❧ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sés ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❊❑❋✲❙▲❆▼✱ ❞♦♥t ❧✬✐♠✲
♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❙▲❆▼ à ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❞✬✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ✭❖♥❡✲♣♦✐♥t ❘❆◆❙❆❈✱ t❡ss❡❧❛t✐♦♥
✳ ✳ ✳ ✮ ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ◆♦s ❞❡✉① ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❊❑❋✲❙▲❆▼ s♦♥t ❧✐✈ré❡s s♦✉s ❧✐❝❡♥❝❡
❖♣❡♥✲s♦✉r❝❡✱ ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡st✐♥é❡s à ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡st✐♥é❡ à
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♠❜❛rq✉é❡s ❡t
à ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✳
✻✳✶ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉① tr✐♣❧❡s✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ●P❙
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ●P❙ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♠♦♥♦✲
❢réq✉❡♥❝❡ s❛♥s ❧❡✈é❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ t②♣❡ tr✐♣❧❡✲
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ r♦❜♦t✐sé❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
●P❙ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✱ ♣✉✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ t❡♠♣♦r❡❧ ✭❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ tr✐♣❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡✮✳
❊♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❝ré❡r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♦♣t✐♠❛❧✳
❈❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣❛r❛ît s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥✱ ✜❧tr❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡①❛❝t❡✲
♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ●P❙✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡s ●P❙ ♥♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐é❡s s♦✐❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❝❡
✽✶
✽✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆
♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ▲❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ tr✐♣❧❡✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡
♣❤❛s❡s ét❛♥t ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❡t ❞✬✉♥ ✐♥st❛♥t à ❧✬❛✉tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s
s♦✐♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❉●P❙ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡ ♣ré❝✐s ❛✉ ❞é❝✐♠ètr❡✳ ▲❡s t❡sts ré❛❧✐sés
♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬êtr❡ ❝♦♥✜❛♥ts s✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ❡♥ ✷✵✶✶ ❬✷✷❪✳
✻✳✷ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉① ❉●P❙✲❘❚❑ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❉●P❙ ✿ ❧❡ ♠♦❞❡
❘❚❑ ✶✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞❡ ♣❤❛s❡s ✭❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r êtr❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✮✱
s♦♥t ❡st✐♠é❡s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❡✈❡r ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✭❧❛ ♠ét❤♦❞❡
▲❆▼❇❉❆✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s❡s ♣♦✐♥ts
❢❛✐❜❧❡s✳ P✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ❡t s✉r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉✐ s♦♥t ❥✉❣é❡s ❢❛✉ss❡s✱ ❣râ❝❡
à ✉♥ t❡st séq✉❡♥t✐❡❧✳
❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡t ❧❡s ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡s ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉ ❉●P❙✲❘❚❑ ♠♦♥♦✲❢réq✉❡♥❝❡ ♣ré❝✐s ❛✉ ❝❡♥t✐♠ètr❡✳ ▲❡s t❡sts
ré❛❧✐sés ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬êtr❡ ❝♦♥✜❛♥ts s✉r s♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ❡♥ ✷✵✶✶ ❬✽✺❪✳
✻✳✸ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧✳ ❈❡s ❞❡✉① ✐♠♣❧❛♥✲
t❛t✐♦♥s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ♣❛r ✿ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ✭❞❡st✐♥é à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥
r♦❜♦t✐q✉❡✮✱ ❡t ❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐s♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ✭❞❡st✐♥é ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♠❜❛rq✉é❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✮✳
❈❡s ❞❡✉① ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s s❡r✈❡♥t ❞❡ ♠♦②❡♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛✉ ▲❆❆❙✲❈◆❘❙✱
❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❥❡ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦♥✲
❞✐❛❧✳
❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛✉① ✭♠♦❞✉❧❛r✐té✱ ❧✐❜r❛✐r✐❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✮ ❞❡ ❝❡s
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s s♦✐♥ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❝❛s ❞✬✉s❛❣❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❙▲❆▼ ❱✐s✉❡❧✴✐♥❡rt✐❡❧ à ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ✭✶✷✵❍③✮✱ t♦❧ér❛♥t ❛✉①
♠❛✉✈❛✐s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ✭❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✮✱ ❡t rés✐st❛♥t ❛✉① ❢♦rt❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t
❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✭rés✐st❛♥t ❛✉① ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✸❣✮✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ❡♥ ✷✵✶✷ ❬✽✽✱ ✽✼❪✳
✶✳ ❘❚❑ ✿ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❝
✻✳✹✳ ❇■▲❆◆ ❊❚ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙ ✽✸
✻✳✹ ❇✐❧❛♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
▲❡ ❜✐❧❛♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ●P❙✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐r❡✱ ❞❡st✐♥és à
❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❡st très ♣♦s✐t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡✉① ❢❛✐ts
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿
✕ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ✜♥❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ●P❙✱ ❡t ❞❡s ❜r✉✐ts ❛✛ér❡♥ts✱ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❧❡❢ ❞❡ ❧❛
ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ♣ré❝✐s❡✱ ❡t ❜❛s✲❝♦ût✳
✕ ▲✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❙▲❆▼✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❛♠ér❛✲✈✐❞é♦✱ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥
t❡♠♣s✲ré❡❧✳
◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ à ❞❡✉① ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ✿
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ●P❙ ❜r✉t❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s ✐♠♣❧❛♥✲
t❛t✐♦♥s ❞❡ ❙▲❆▼ ✈✐s✉❡❧✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛♣t❡✉rs✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧
s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ●P❙ ❜r✉t❡s✳
▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ▲❡ ▲❆❆❙✲❈◆❘❙ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉r
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❙▲❆▼ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❡r❛✐❡♥t ❛❝❝r✉❡s✱ ❡t ✐❧ s❡r❛✐t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❡r♠❡r ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s
❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✳
✽✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆
❆♣♣❡♥❞✐❝❡s
✽✺

❆♥♥❡①❡ ❆
▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❜r✉✐ts ●❛✉ss✐❡♥s
❆✳✶ ❇r✉✐t ●❛✉ss✐❡♥ ❡t ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡
❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ x ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ x¯ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 s✐
s❛ ❞❡♥s✐té ❡st ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−∞; +∞] ❡t q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
s✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
p(x) = Γ(x− x¯;σ2)
=
1
σ
√
2π
exp
(
−1
2
(
x− x¯
σ
)2)
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠✉❧t✐✲◆♦r♠❛❧❡
❡st ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
p(X) = Γ(X − X¯;P )
=
1√
(2π)n|P | exp
(
−1
2
(X − X¯)TP−1(X − X¯)
)
❛✈❡❝ |P | ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ P ✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ X¯ ✭s♦✉s ❢♦r♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✮ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ P ✭s♦✉s ❢♦r♠❡
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✮ s♦♥t
X¯ = E[X]
P = E[(X − X¯)(X − X¯)T ]
❆✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❛❧❡
❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ◆♦r♠❛❧❡ Γ(X−X¯;P ) ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬êtr❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦♥
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❞❡♥s✐té X¯✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✧ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✧ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♠✉❧t✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ I✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ u ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à
✽✼
✽✽ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ▼❖❉➮▲❊❙ ❉❊ ❇❘❯■❚❙ ●❆❯❙❙■❊◆❙
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ▲✬❡❧❧✐♣s❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs a ❡t b s♦♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡ ❡st s✐t✉é à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ st❛t✐st✐q✉❡✳
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r J ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ I ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té J = P (I) ❡st✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲◆♦r♠❛❧❡✱ ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡✳
■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲◆♦r♠❛❧❡ ♣❛r ✉♥❡
❡❧❧✐♣s❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ X¯ ❡t ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r ✉♥ tr❛❝é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥t❡♥❛♥❝❡
J = 99%✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ J = 99.99%✳
■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲◆♦r♠❛❧❡ ♣❛r ✉♥❡
❡❧❧✐♣s❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ X¯ ❡t ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts u ❞✐st❛♥ts ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ é❝❛rt✲t②♣❡
σref ✱ ♦♥ ❛
√
(u− X¯)TP−1(u− X¯) = σref
❛✈❡❝ u ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✭❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡✮ à ✉♥❡ ✧❞✐st❛♥❝❡✧ σref ✳
❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✳
❆✳✸ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❯♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡♥tr❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ u ❡t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ Γ(X − X¯;P )
❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
M =
√
(u− X¯)TP−1(u− X¯)
❖♥ ❛ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲◆♦r♠❛❧❡✳
❆✳✹✳ P❘❖❇❆❇■▲■❚➱❙ ❊❚ ❈❍❆◆●❊▼❊◆❚ ❉❊ ❱❆❘■❆❇▲❊ ✽✾
❆✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❙♦✐t y = f(X) ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t à X✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ y ✈❛✉t
pY (y ∈ I) =
∫
x∈f−1(I)
pX(x)dx
=
∫
y
pX(f
−1(y))
∣∣∣∣∂f−1(y)∂y
∣∣∣∣ dy
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ X s✉✐t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❡t q✉❡ f() ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥s
p(y) = Γ(F.X − Y¯ ;FPF T )
❛✈❡❝ F ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f()✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ p(y) ♣❛r
p(y) ≈ Γ(f(X)− Y¯ ;FPF T )
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We'are'witnessing'nowadays'the'importation'of'ICT'in'robotics?'These'technologies'will'give'birth}'
in'upcoming'years}'to'the'\textit{general'public}'service'robotics?'This'future}' if'realised}'shall'be'
the' result' of'many' research' conducted' in' several' domains:'mechatronics}' telecommunications}'
automatics}'signal'and'image'processing}'artificial'intelligence}'etc?
In' this' thesis}'we'shed' light'on' the' localisation'problem'of'a'mobile' robot}'which'we'choose' to'
handle'with'a'probabilistic'approach?'The'procedure'is'as'follows:'we'first'define'our'?variables'of'
interest?'which'are'a'set'of' random'variables}'and' then'we'describe' their'distribution' laws'and'
their'evolution'models?'Afterwards}'we'determine'a'cost'function'in'such'a'manner'to'build'up'an'
observer'.an'algorithmic'class'where'the'objective'is'to'minimize'the'cost'function,?
Our' contribution' consists' of' using' brute' GPS' measures' .brute' measures' or' raw' datas' are'
measures' issued' from' code' and' phase' correlation' loops}' called' pseudo:distance'measures' of'
code'and'phase}'respectively,'for'a'low:cost'navigation}'which'is'precise'in'an'external'suburban'
environment?' By' implementing' the' so:called' éwholeé' property' of' GPS' phase' ambiguities}' we'
expand'the'navigation'to'achieve'a'GPS:RTK\'system'in'a'precise'and'low:cost'local'differential'
mode?' Our' propositions' has' been' validated' through' experimentations' realized' on' our' robotic'
demonstrator?
'
Robotic}' Navigation}' SLAM}' Localisation}' Optimisation}' GPS}' RTK}' Bundle' Adjustment}'
Smoothing'and'mapping}'Graphical'model?
GPS'and'monocular'camera'fusion'in'outdoor'robotic'navigation'problem
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SoutenanceblebY4bFévrierb7hY7b
Onbassistebaujourdlhuibàb llimportationbdesbNTIïbdansb lab robotique.bLlunionbdebcesb technologiesb
donnerabnaissancexbdansblesbannéesbàbvenirxbàblabrobotiquebdebservicebgrandépublic.
ïetb avenirxb slilb seb réalisexb serab leb fruitb dlunb travailb deb recherchexb amontxb dansb deb nombreuxb
domainesbjblabmécatroniquexblesbtélécommunicationsxbllautomatiquexblebtraitementbdubsignalbetbdesb
imagesxbllintelligencebartificielle...
Kansb cetteb thèsexb nousb aborderonsb leb problèmeb deb lab localisationb dlunb robotb mobilexb etb nousb
choisironsb deb traiterb notreb problèmeb parb llapprocheb probabiliste.b Lab démarcheb estb lab suivantexb
nousbdéfinissonsbnosb lvariablesbdlintérêtlb jbunbensemblebdebvariablesbaléatoires.bNousbdécrivonsb
ensuitebleursbloisbdebdistributionxbetbleurbmodèlesbdlévolutionxbenfinbnousbdéterminonsbunebfonctionb
debcoûtxb debmanièrebàb construirebunbobservateurb punebclassebdlalgorithmebdontb llobjectifb estb deb
déterminerblebminimumbdebnotrebfonctionbdebcoûtv.
NotrebcontributionbconsisterabenbllutilisationbdebmesuresbbbGPSbbrutesbGPSbplesbmesuresbbrutesbéb
oub rawédatasb éb sontb lesb mesuresb issuesb desb bouclesb deb corrélationb deb codeb etb deb phasexb
respectivementb appeléesb mesuresb deb pseudoédistancesb deb codeb etb deb phasevb pourb uneb
navigationbbasécoûtb précisebenbmilieub extérieurb suburbain.bBnbutilisantb lab propriétéb diteb lentièrelb
desbambiguïtésbdebphasebGPSxbnousbétendronsbnotrebnavigationbpourbréaliserbunbsystèmebGPSé
RTKb enb modeb différentielb localb préciseb etb basécoût.b Nosb propositionsb sontb validéesb parb desb
expérimentationsbréaliséesbsurbnotrebdémonstrateurbrobotique.
b
Robotiquexb Navigationxb SL)Mxb Localisationxb Optimisationxb GPSxb RTKxb wundleb )djustmentxb
SmoothingbandbmappingxbGraphe.
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